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Resumo
O espalhamento de ele´trons de altas energias e´ uma das maiores fontes de in-
formac¸a˜o e compreensa˜o sobre a estrutura nuclear. No limite de altas energias e mo-
mentum transferido alto o espalhamento e´ dominado pelo espalhamento quasi-ela´stico
(QES). No QES o espalhamento ocorre como se o ele´tron interagisse com um u´nico nu-
cleon do nu´cleo, arrancando-o do mesmo, enquanto os outros nucleons se comportam
como espectadores. Recentemente, va´rios trabalhos, tanto teo´ricos quanto experimen-
tais, teˆm sido feitos na tentativa de descrever o nucleon espalhado atrave´s da reac¸a˜o
(e, e′p) exclusiva. Um dos principais objetivos no estudo desse tipo de reac¸a˜o e´ entender
detalhes da estrutura dos nu´cleos e propriedades dos nucleons no meio nuclear. Ao au-
mentar as energias envolvidas no processo se faz necessa´rio um tratamento relativ´ıstico
para descrever a cinema´tica do ele´tron e bem como a dinaˆmica nuclear. Nesse trabalho
implementamos um me´todo para calcular as densidades de carga e corrente nuclear de
transic¸a˜o da reac¸a˜o (e, e′p) para nu´cleos esfe´ricos e comparamos nossos resultados com
dados experimentais dispon´ıveis na literatura.
vAbstract
High energy electron scattering from nuclei has been one of the most important
source of information and understanding about the nuclear structure. At high energy
and momentum transfer, scattering is dominated by quasielastic scattering (QES). In
QES scattering takes place as if the electron interacted elastically with a single nucleon,
knocking it out from the nucleus, while the other nucleons behave as spectators. More
recently, many theoretical (as well as experimental) efforts have been made in order to
describe the ejected proton in the QES using the well known (e, e′p) exclusive reaction
as a tool. One of the main aims in the study of this kind of reaction is the understanding
of short range structure of nuclei and properties of the nucleon in the nuclear medium.
Also, as the energy range increases in this kind of process, explicit relativistic treatment
of the electron kinematics and nuclear dynamics turns out to be important. In this
work we implement a method to calculate the nuclear transition current distributions in
the (e, e′p) reaction for spherical nuclei and then compare our results with experimental
data available in literature.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
Uma das questo˜es mais fascinantes para o homem desde os gregos (600 a.C.) e´ saber
do que a mate´ria e´ feita. Ha´ mais de 2000 anos Demo´critus (460-371 a.C.) formulou
a hipo´tese atoˆmica para a mate´ria. Segundo ele toda mate´ria seria feita de a´tomos,
part´ıculas indivis´ıveis separadas por espac¸os vazios e que as diferentes combinac¸o˜es
desses a´tomos formariam as coisas a` nossa volta. Apesar de sabermos hoje que essa
hipo´tese na˜o esta´ muito longe da realidade, e´ claro que ela foi baseada unicamente em
argumentos filoso´ficos; tanto que as primeiras evideˆncias concretas da existeˆncia dos
a´tomos vieram apenas no se´culo XIX.
Hoje sabemos que o a´tomo na˜o e´ a part´ıcula fundamental da natureza: sabe-se
que ele e´ composto por um nu´cleo extremamente compacto (tem raio da ordem de
10−15m), carregado positivamente e rodeado por uma distribuic¸a˜o de part´ıculas nega-
tivamente carregadas (ele´trons) a distaˆncias relativamente grandes (10−10m). Sabemos
tambe´m que este nu´cleo e´ composto por outras part´ıculas mais fundamentais, os nu-
cleons (pro´tons e neˆutrons). A f´ısica nuclear e´ o estudo desse nu´cleo e seus objetivos
principais sa˜o compreender as forc¸as que mante´m o nu´cleo coeso, determinar sua es-
trutura e como estes interagem entre si e com outras part´ıculas subatoˆmicas. Funda-
mentalmente estas questo˜es esta˜o relacionadas entre si e uma teoria completa deve ser
capaz de responder essas questo˜es a partir de um u´nico ponto de partida.
Devido ao seu tamanho, o nu´cleo na˜o pode ser estudado diretamente, e logo,
precisamos de meios indiretos para obter informac¸o˜es que nos levem a` sua compreensa˜o.
A maioria das informac¸o˜es experimentais que temos veˆm de treˆs fontes[1]:
1. Espalhamento: bombardeamos um alvo (nu´cleo a ser estudado) com um feixe de
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8part´ıculas conhecidas e determinamos alguma(s) propriedade(s) das part´ıculas
que emergem, como sua distribuic¸a˜o angular e/ou energe´tica;
2. Decaimentos: consiste em examinar os fragmentos de um nu´cleo que se desintegra;
3. Estados Ligados: consiste em estudar as propriedades de um objeto composto
por dois ou mais nucleons unidos.
Determinar a estrutura nuclear e como os nucleons interagem entre si atrave´s
desses dados na˜o e´ nada trivial. O procedimento usual e´ supor uma forma para as
interac¸o˜es entre os nucleons e outras part´ıculas fundamentais e comparar os resultados
teo´ricos para a estrutura, decaimento e espalhamento com os dados experimentais.
1.1 O Espalhamento de Ele´trons
Mais de quarenta anos de experimentos provaram que o espalhamento de ele´trons e´
uma das melhores ferramentas para o estudo de sistemas hadroˆnicos, como o nu´cleo
atoˆmico, e seus constituintes[2]. Isso porque o espalhamento de ele´trons possui diver-
sas vantagens em relac¸a˜o ao espalhamento de outras part´ıculas. A principal vantagem
desse me´todo sobre os demais reside no fato da interac¸a˜o ele´tron-nu´cleo ser de na-
tureza eletromagne´tica[2, 3, 4]. Como esta esta´ muito bem fundamentada pela QED
(Eletrodinaˆmica Quaˆntica) e´ poss´ıvel extrair informac¸o˜es quantitativas bastante pre-
cisas sobre o nu´cleo alvo e na˜o apenas informac¸o˜es qualitativas.
Ale´m disso, como a intensidade da interac¸a˜o eletromagne´tica e´ muito menor que a
intensidade da forc¸a nuclear, responsa´vel pela maior parte das propriedades nucleares,
pode-se fazer esse tipo de experimento sem causar grandes alterac¸o˜es na estrutura
nuclear. Dessa maneira podemos tratar a excitac¸a˜o que o nu´cleo sofre ao interagir com
o ele´tron apenas como uma perturbac¸a˜o de seu estado inicial. Essa mesma vantagem
na˜o e´ observada no espalhamento de ha´drons por nu´cleos, visto que, devido ao papel
que a forc¸a forte exerce na reac¸a˜o, na˜o e´ poss´ıvel separar de maneira clara o mecanismo
responsa´vel pela reac¸a˜o do mecanismo que mante´m coesa a estrutura nuclear.
Entretanto, essas duas caracter´ısticas na˜o sa˜o exclusividade do espalhamento de
ele´trons. Elas sa˜o observadas em qualquer part´ıcula que interaja com o nu´cleo atrave´s
da forc¸a eletrofraca, como os neutrinos, os fo´tons e os pro´prios ele´trons.
9A vantagem do espalhamento de ele´trons em relac¸a˜o ao espalhamento de neutrinos
reside no fato da interac¸a˜o neutrino-nu´cleo ser muito mais fraca e, portanto, seus efeitos
sa˜o mais dif´ıceis de se medir. A sec¸a˜o de choque medida a partir de espalhamento de
neutrinos e´ va´rias ordens de grandeza menor que a medida para o espalhamento de
ele´trons. Ale´m disso no caso dos neutrinos na˜o temos controle total sobre a cinema´tica.
Tambe´m existem vantagens em relac¸a˜o ao espalhamento de fo´tons (reais), pois
estes devem ser lightlike, i.e., a relac¸a˜o energia-momentum transferidos na reac¸a˜o com o
nu´cleo e´ unicamente determinada por q2µ = (ω/~c)2 − q2 = 0. Como o ele´tron interage
com o nu´cleo atrave´s de fo´tons virtuais e esses sa˜o spacelike, sua relac¸a˜o energia-
momentum e´ dada por q2µ = (ω/~c)2 − q2 < 0. Esse fato permite variar o momentum
~q transferido para o nu´cleo sem variar a energia transferida ω e, logo, podemos estudar
o comportamento da reac¸a˜o com q = |q|. Isto permite, em dada aproximac¸a˜o, obter
as transformadas de Fourier das densidades de carga e corrente que interagem com o
ele´tron e, invertendo essas transformadas, analisar a distribuic¸a˜o espacial das mesmas.
1.1.1 Tipos de Espalhamento
Existem dois tipos gerais de experimentos de espalhamento que podem ser feitos: o
espalhamento do tipo inclusivo e do tipo exclusivo. No espalhamento inclusivo apenas
o ele´tron espalhado e´ detectado. Esse experimento e´ o mais fa´cil de ser realizado e
tambe´m o mais utilizado para investigar sistemas hadroˆnicos.
No espalhamento do tipo exclusivo o ele´tron espalhado e´ detectado em coin-
cideˆncia com outras part´ıculas que o nu´cleo pode emitir depois da colisa˜o. Esse tipo
de experimento, apesar de suas dificuldades experimentais (ver refereˆncia [4]) apre-
senta algumas vantagens em relac¸a˜o ao experimento do tipo inclusivo. Isso porque no
espalhamento exclusivo, ao detectarmos tambe´m uma part´ıcula emitida pelo nu´cleo,
obtemos informac¸o˜es adicionais sobre a estrutura deste que na˜o sa˜o acess´ıveis no espa-
lhamento do tipo inclusivo[5].
Como comentado acima, uma das vantagens do espalhamento de ele´trons e´ a
possibilidade de variarmos independentemente o momentum transferido pelo ele´tron
espalhado ~|q| e a energia transferida ω. Dessa maneira podemos estudar a resposta
do nu´cleo como func¸a˜o de ambos. Por exemplo, variando a energia transferida para um
momentum transferido fixo temos diferentes tipos de resposta para a sec¸a˜o de choque.
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Na figura 1.1 podemos identificar cinco tipos de resposta que dependem da faixa de
energia transferida.
I II III IV V
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2-h q22
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σ dΩ M ee dε´ ´
Figura 1.1: Resposta Nuclear como func¸a˜o do momentum transferido e da energia de
excitac¸a˜o.
Na regia˜o I temos a sec¸a˜o de choque devido ao espalhamento ela´stico. Nessa
regia˜o na˜o ha´ energia transferida para o nu´cleo e o comportamento em func¸a˜o de |q|
nos fornece informac¸o˜es sobre o estado fundamental do mesmo.
Na regia˜o II temos a excitac¸a˜o de n´ıveis discretos do nu´cleo: a energia transferida
para o nu´cleo faz um ou mais nucleons irem para estados excitados, estados part´ıcula-
buraco e excitac¸o˜es coletivas, respectivamente. Essa faixa de energia transferida ainda
na˜o e´ suficiente para arrancar nucleons do nu´cleo.
A regia˜o III corresponde a estados no cont´ınuo do sistema nuclear (ressonaˆncias
gigantes). Nessa regia˜o existe uma probabilidade finita de que um nucleon seja arran-
cado do nu´cleo, ja´ que ha´ energia transferida para isso. Mas como a energia transferida
na˜o e´ alta suficiente o que ocorre e´ que o nu´cleo vai para um estado excitado e depois
decai para outro estado pela emissa˜o de um nucleon. Nesse caso a sec¸a˜o de choque de
coincideˆncia (espalhamento exclusivo) depende da estrutura do estado excitado e na˜o
11
somente da estrutura dos estados inicial e final do sistema nuclear. O estudo do es-
palhamento exclusivo nessa faixa de energia transferida e´ complicado pois, ao calcular
a sec¸a˜o de choque, devemos levar em conta todos os poss´ıveis estados excitados que o
sistema pode ter.
Quando as energias envolvidas sa˜o altas (da ordem de ~2q2/2mn) e o momentum
transferido pelo ele´tron para o nu´cleo tambe´m e´, regia˜o IV , o espalhamento e´ dominado
pelo tipo quasiela´stico. Neste tipo de espalhamento a reac¸a˜o ocorre como se o ele´tron
interagisse elasticamente com apenas um dos nucleons do nu´cleo, arrancando-o do
mesmo. Os outros nucleons se comportam apenas como espectadores do processo e
manteˆm seus estados iniciais apo´s a reac¸a˜o. Na pra´tica ocorre o mesmo fenoˆmeno que
na regia˜o III, mas aqui os estados excitados tem uma meia-vida ta˜o curta que na˜o e´
poss´ıvel separa´-los do estado final. Se o nucleon arrancado for um neutron a reac¸a˜o
e´ conhecida como (e, e′N) e se for um pro´ton, caso de estudo desse trabalho, ela e´
conhecida como (e, e′p).
Aumentando ainda mais a energia transferida comec¸amos a ter produc¸a˜o de
part´ıculas (regia˜o V ). A primeira a surgir, i.e., a que precisa de menos energia para
ser criada, e´ o pion. Assim, para energias transferidas iguais ou maiores que mpic
2, ao
inve´s de arrancarmos um nucleon do nu´cleo, podemos ter a criac¸a˜o de part´ıculas.
Tendo apresentado os diferentes tipos de espalhamento de ele´trons, passamos a`
discussa˜o do trabalho feito nesta dissertac¸a˜o.
No cap´ıtulo 2 mostramos como obter a sec¸a˜o de choque para o espalhamento
no regime quasiela´stico quando um pro´ton e um ele´tron sa˜o medidos em coincideˆncia.
Veremos que essa depende das densidades de carga e corrente nuclear e eletroˆnica e que,
usando a aproximac¸a˜o de ondas planas para os ele´trons (PWBA), podemos separar as
contribuic¸o˜es de cada uma dessas densidades (do ele´tron e do nu´cleo alvo) na obtenc¸a˜o
da sec¸a˜o de choque.
Como discutimos acima a sec¸a˜o de choque no regime quasiela´stico, ou mais fun-
damentalmente, as densidades de carga e corrente, dependem unicamente dos estados
inicial e final do sistema nuclear. No cap´ıtulo 3 comec¸amos vendo como obter a func¸a˜o
de onda inicial dos nucleons que compo˜em o nu´cleo, juntamente com os campos nucle-
ares, numa aproximac¸a˜o de campo me´dio (MFT). Para obter a func¸a˜o de onda final
dos nucleons supomos que o nucleon arrancado interage com os mesmos campos que
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interagia quando estava ligado e que os demais manteˆm seus estados originais. Essas
suposic¸o˜es garantem a conservac¸a˜o da corrente dentro modelo. Mostramos em seguida
o ca´lculo das densidades de carga e corrente nuclear nessa aproximac¸a˜o. Todo o trata-
mento dado aqui, considera uma dinaˆmica relativ´ıstica tanto para descrever os estados
ligados, como os estados no cont´ınuo.
O cap´ıtulo 4 e´ dedicado a` apresentac¸a˜o de alguns resultados que obtivemos com
esse modelo para o espalhamento quasiela´stico e comparac¸o˜es com dados experimentais
dispon´ıveis, juntamente com algumas discusso˜es finais.
Cap´ıtulo 2
O Espalhamento (e, e′p)
Neste cap´ıtulo descreveremos em detalhes o espalhamento do tipo (e, e′p) no regime
quasiela´stico bem como a obtenc¸a˜o da sec¸a˜o de choque de espalhamento quando o
ele´tron e´ medido em coincideˆncia com o nucleon arrancado do nu´cleo.
Para fazer os ca´lculos da sec¸a˜o de choque e das func¸o˜es de onda dos ele´trons
utilizaremos algumas aproximac¸o˜es. A principal aproximac¸a˜o esta´ na suposic¸a˜o de
que o ele´tron interage com o nu´cleo atrave´s da troca de um fo´ton virtual, i.e., na
aproximac¸a˜o de Born de ondas planas. O uso dessa aproximac¸a˜o e´ justificada pelo fato
do acoplamento eletromagne´tico ser relativamente fraco (a constante de acoplamento
da interac¸a˜o e´ dada pela constante de estrutura fina α ≡ e2/~c ' 1/137) e, logo, o
processo que tem a maior contribuic¸a˜o na interac¸a˜o e´ o de menor ordem perturbativa.
O diagrama de Feynman da aproximac¸a˜o de Born pode ser visto na figura 2.1.
2.1 Cinema´tica do Espalhamento
Para descrever a cinema´tica do espalhamento (e, e′p) comec¸amos definindo as varia´veis
relevantes da reac¸a˜o. Por convenieˆncia adotaremos um referencial centrado no nu´cleo
inicial, o qual se encontra em repouso (referencial do laborato´rio).
Comec¸amos definindo as varia´veis que descrevem a cinema´tica dos ele´trons in-
cidente e espalhado. A massa de repouso e a carga do ele´tron sera˜o denotadas por
me e −e, respectivamente. Consideramos que o ele´tron incide sobre o nu´cleo alvo
com quadri-momentum inicial k = (e/c,k) e e´ espalhado com quadri-momentum final
k′ = (′e/c,k
′). A diferenc¸a entre o quadri-momentum inicial e o final do ele´tron e´ igual
13
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Figura 2.1: Diagrama de Feynman para o espalhamento (e, e′p) na aproximac¸a˜o de
Born
ao quadri-momentum ~q transferido na reac¸a˜o, ou seja, ~q = (k−k′) ≡ (ω/c, ~q), onde
ω = e − ′e e ~q = (k− k′).
Tendo descrito o ele´tron passamos para a descric¸a˜o da cinema´tica do nu´cleo e do
nucleon espalhado. As varia´veis importantes sa˜o os quadri-momentum inicial e final
do nucleon arrancado, p ≡ (p/c,p) e p′ ≡ (′p/c,p′), respectivamente, e os quadri-
momentum do nu´cleo em seus estados inicial, denotado por pA ≡ (A/c,pA), e final,
denotado por pA−1 ≡ (A−1/c,pA−1). Somando p′ a pA−1 temos o quadri-momentum
final pf = p
′ + pA−1 ≡ (f/c,pf ) do sistema nuclear, enquanto o quadri-momentum
inicial do sistema nuclear e´ dado por pi = pA ≡ (i/c,pi). Definimos tambe´m a massa
de repouso mn dos nucleons, 
f
A−1 como a energia de repouso final do nu´cleo com A−1
nucleons, e T ′n e TA−1 como as energias cine´ticas do nucleon arrancado e do nu´cleo
em seu estado final, respectivamente. No referencial adotado o momentum inicial do
nu´cleo e´ nulo, pA = 0 e, logo, lembrando que no espalhamento quasiela´stico toda a
energia e momentum transferidos pelo ele´tron sa˜o absorvidos pelo nucleon arrancado,
temos que o momentum transferido para o nucleon e o momentum final do nu´cleo esta˜o
relacionados por pA−1 = −p. Relacionando essas varia´veis com o quadri-momentum
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transferido pelo ele´tron para o nu´cleo encontramos
~q = pf − pi = p′ + pA−1 − pA, (2.1)
ou seja, temos, pela conservac¸a˜o do momentum linear, que
~q = pf − pi = p′ + pA−1 − pA = p′ − p (2.2)
e, pela conservac¸a˜o da energia,
ω = f − i = ′p + A−1 − A = T ′n + TA−1 + (mnc2 + fA−1 − A). (2.3)
Definimos ainda,
ex = mnc
2 + fA−1 − A. (2.4)
Podemos tambe´m desprezar a energia cine´tica TA−1 do nu´cleo em seu estado final, o
que e´ bastante razoa´vel para os nu´cleos e as faixas de energia que pretendemos analisar.
Logo, obtemos:
ω ' T ′N + ex. (2.5)
Para facilitar os ca´lculos daqui em diante colocamos os eixos de coordenadas xyz
de maneira que o momentum ~q transferido para o nu´cleo esteja na direc¸a˜o do eixo
z e o eixo y esteja na direc¸a˜o do vetor k × k′, i.e., os momentum inicial e final do
ele´tron esta˜o no mesmo plano (plano xz). Tambe´m temos que θe define o aˆngulo de
espalhamento do ele´tron (aˆngulo entre os momentum inicial e final do ele´tron) enquanto
θp e φp definem a direc¸a˜o do nucleon espalhado (ver figura 2.2).
2.2 Ca´lculo da Sec¸a˜o de Choque
Podemos derivar a sec¸a˜o de choque da reac¸a˜o A+ e→ B + e′+ p a partir da Regra de
Ouro de Fermi. A Regra de Ouro de Fermi e´ uma maneira aproximada de calcular a
probabilidade de transic¸a˜o entre dois auto-estados de um sistema usando a Teoria de
Perturbac¸a˜o Dependente do Tempo[1, 6, 7]. Essa probabilidade de transic¸a˜o e´ dada
por:
w = |〈f |H|i〉|2 ρf (2.6)
onde ρf e´ o espac¸o de fases final do sistema e 〈f |H|i〉 e´ o elemento de matriz da
perturbac¸a˜o H entre os estados inicial |i〉 e final |f〉 do sistema.
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Figura 2.2: Cinema´tica da Reac¸a˜o (e, e′p)
A partir da probabilidade de transic¸a˜o w calculamos a sec¸a˜o de choque de espalhamento[6]
dσ =
1
jinc
1
T
∑
if
|〈f |H|i〉|2 ρf (2.7)
onde jinc e´ o fluxo de part´ıculas incidentes, T e´ o intervalo de tempo de observac¸a˜o da
transic¸a˜o e o somato´rio corresponde a uma me´dia sobre os estados iniciais do sistema
e soma sobre os estados finais.
No espalhamento (e, e′p) temos duas part´ıculas envolvidas no in´ıcio da reac¸a˜o, o
ele´tron e o nu´cleo. Como fixamos o referencial no nu´cleo, o fluxo de part´ıculas incidente
jinc e´ dado pelo fluxo de ele´trons que incide sobre ele:
jinc =
e
mec2
ve
V (2.8)
onde
ve =
|k|c2
e
(2.9)
e´ a velocidade dos ele´trons incidentes (medida no referencial do laborato´rio) e V e´ o
volume de normalizac¸a˜o da func¸a˜o de onda do ele´tron incidente.
O fator e/mec
2 na definic¸a˜o do fluxo surge devido ao fato de estarmos traba-
lhando em cinema´tica relativ´ıstica. Este fator aparece porque um elemento de volume
dV observado de seu referencial de repouso sofre uma contrac¸a˜o dada pelo fator de
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Lorentz γ = 1/
√
1− (v/c)2 quando observado de um referencial que se move com ve-
locidade v em relac¸a˜o a ele. Sendo assim, o volume de normalizac¸a˜o V da func¸a˜o de
onda do ele´tron incidente quando observado do referencial do laborato´rio e´ contra´ıdo
de um fator e/mc
2.
Para calcular a probabilidade de transic¸a˜o comec¸amos definindo o espac¸o de fases
final do sistema para o espalhamento (e, e′p). Aqui o espac¸o de fases e´ dado pela
multiplicac¸a˜o do espac¸o de fases de cada uma das part´ıculas que compo˜em o sistema
em seu estado final 1:
ρf = ρe′ρp′ρA−1 =
mec
2
′e
Vd3k′
(2pi~)3
mnc
2
′p
Vd3p′
(2pi~)3
MA−1c2
A−1
Vd3pA−1
(2pi~)3
. (2.10)
Ainda precisamos determinar o elemento de matriz 〈f |H|i〉 para calcular a sec¸a˜o
de choque. No caso da aproximac¸a˜o de Born para o espalhamento (e, e′p) o elemento
de matriz da transic¸a˜o, desprezando o recuo do nu´cleo[7], e´
〈f |H|i〉 = − 1
~c
∫
d(4)xH(x) (2.11)
onde, na aproximac¸a˜o de Born,
H(x) = eAµ(x)Jµ(x) (2.12)
e´ a densidade Hamiltoniana da interac¸a˜o. Ela e´ escrita em termos da quadri-corrente de
transic¸a˜o hadroˆnica Jµ(x) ≡ (J0(x),J(x)) do nu´cleo alvo e do potencial Aµ(x) gerado
pela quadri-corrente eletroˆnica.
O potencial Aµ(x) satisfaz a equac¸a˜o de Klein-Gordon cuja fonte e´ a quadri-
corrente eletroˆnica jµ(x) ≡ (j0(x),−j(x)), ou seja,
Aµ(x) = −4pi
c
jµ(x) = −4pi
c
[ecψ¯′e(x)γµψe(x)] (2.13)
onde ψe(x) e´ a func¸a˜o de onda do ele´tron e a u´ltima igualdade foi obtida devido ao
fato do ele´tron ser uma part´ıcula puntual2.
A soluc¸a˜o dessa equac¸a˜o e´ bastante conhecida e e´ dada em termos da integral da
func¸a˜o de Green apropriada D(x− x′) multiplicada pelo termo de fonte[7, 8]
Aµ(x) = 4pi
c
∫
d(4)x′D(x− x′)jµ(x′). (2.14)
1Os fatores do tipo mc2/E aparecem tambe´m aqui pelos mesmos motivos que na definic¸a˜o do fluxo.
2No pro´ximo cap´ıtulo veremos como obter a corrente no caso de uma part´ıcula com estrutura
interna.
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Logo, temos que o elemento de matriz da transic¸a˜o e´ dado por
〈f |H|i〉 = −4pie
~c2
∫
d(4)x
∫
d(4)x′D(x− x′)jµ(x′)Jµ(x) (2.15)
onde a quadri-corrente de transic¸a˜o do alvo Jµ(x) e´ dada pelo elemento de matriz do
operador Ĵµ(x) aplicado entre o estado inicial |Ψi〉, formado pelo nu´cleo alvo, e o estado
final |Ψf〉, formado pelo nu´cleo com A− 1 nucleons e o nucleon espalhado:
Jµ(x) = 〈Ψf |Ĵµ(x)|Ψi〉. (2.16)
A quadri-corrente eletromagne´tica hadroˆnica deve ser um invariante de Lorentz,
ou seja, ela deve ser a mesma quando medida em qualquer sistema inercial. Enta˜o,
podemos reescrever o operador de quadri-corrente hadroˆnica como Ĵµ(x) = e
i p·x~ Ĵµ(0)e
−i p·x~
e, logo, se assumirmos que as func¸o˜es de onda do sistema nuclear inicial e final sa˜o auto-
estados de energia e momentum:
Jµ(x) = e
i(pf−pi)·x/~〈Ψf |Ĵµ(0)|Ψi〉 = ei(p′+pA−1−pA)·x/~Jµ(pi, pf ), (2.17)
onde Jµ(pi, pf ) sera´ explicitado adiante. Se tive´ssemos escolhido separar apenas a parte
temporal da quadri-corrente ter´ıamos
Jµ(x) = e
i(f−i)t/~〈Ψf |Ĵµ(r)|Ψi〉 = ei(′p+A−1−A)t/~Jµ(r). (2.18)
Assim, vemos que para determinar a sec¸a˜o de choque do nu´cleo precisamos das
func¸o˜es de onda inicial e final dos nucleons do nu´cleo alvo e dos ele´trons incidente e
espalhado. A obtenc¸a˜o das func¸o˜es de onda dos nucleons do nu´cleo alvo esta´ discutida
em detalhes no pro´ximo cap´ıtulo. As func¸o˜es de onda dos ele´trons sa˜o encontradas
resolvendo a equac¸a˜o de Dirac para os mesmos, geralmente utilizando alguma aprox-
imac¸a˜o desejada. As aproximac¸o˜es mais usuais sa˜o a aproximac¸a˜o de onda plana,
conhecida por PWBA (Plane Wave Born Approximation), e a aproximac¸a˜o de ondas
distorcidas, conhecida por DWBA (Distorted Wave Born Approximation). Na PWBA
as func¸o˜es de onda dos ele´trons sa˜o soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac para part´ıcula livre,
ou seja, as equac¸o˜es de Dirac para os ele´trons incidente e espalhado sa˜o resolvidas
desconsiderado-se os campos gerados pelo nu´cleo. Ja´ na DWBA as func¸o˜es de onda
dos ele´trons soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac cujo potencial e´ aproximado pelo campo
Coulombiano esta´tico do nu´cleo em seu estado inicial.
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Neste trabalho consideraremos o ele´tron como uma onda plana e, logo, suas
func¸o˜es de onda incidente ψe(x) e espalhada ψ
′
e(x) sa˜o soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac
para a part´ıcula livre. Fizemos a opc¸a˜o pela PWBA pois, como veremos, nela pode-
mos separar as contribuic¸o˜es do ele´tron e do alvo na ana´lise da sec¸a˜o de choque. Esta
e´ quantitativamente va´lida para nu´cleos leves, principalmente para valores baixos do
aˆngulo de espalhamento θp do pro´ton[7].
Na PWBA a func¸a˜o de onda ψe correspondente a` soluc¸a˜o de energia positiva do
ele´tron incidente e´
ψe(x) =
√
1
V u(k, s)e
−ik·x/~. (2.19)
Nessa equac¸a˜o os spinores u(k, s) dependem do quadri-momentum k, do spin inicial s
e satisfazem
(/kc−mec2)u(k, s) = 0 (2.20)
onde /k = γ · k e´ a notac¸a˜o de Feynman para o produto de um quadri-vetor com as ma-
trizes γ. Os spinores sa˜o normalizados de maneira que a probabilidade de encontrarmos
o ele´tron num volume V seja um3, o que implica que
u¯(k, s)u(k, s) = 1 e u†(k, s)u(k, s) =
mec
2
e
. (2.21)
Se trocarmos k por k′, s por s′ e e por ′e temos a soluc¸a˜o ψ
′
e(x) para o ele´tron
espalhado.
Usando a aproximac¸a˜o de ondas planas em (2.14) temos que a quadri-corrente
eletroˆnica pode ser escrita de maneira simplificada
jµ(x) ≡ ecψ¯′e(x)γµψe(x) = ec
1
V e
i(k′−k)·x/~u¯′(k′, s′)γµu(k, s)
= jµ(k, s; k
′, s′)ei(k
′−k)·x/~. (2.22)
e o potencial Aµ(x) gerado por ela e´ o potencial de Møller (ver Apeˆndice C):
Aµ(x) = −4pi
c
1
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)e−iq·x. (2.23)
No regime ultrarelativ´ıstico, ou seja, quando a energia de repouso do ele´tron e´
muito pequena se comparada a` sua energia total, fazemos as seguintes aproximac¸o˜es
e =
√
|kc|2 + (mec2)2 ' |k|c e ′e =
√
|k′c|2 + (mec2)2 ' |k′|c. (2.24)
3A normalizac¸a˜o das func¸o˜es de onda dos ele´trons foi escolhida de maneira que o fluxo coincidisse
com a equac¸a˜o (2.8)
20
o que implica que
q2µ = qµq
µ =
( ω
~c
)2
− |q|2 ' − 2
~2
k · k′ = − 4e
′
e
(~c)2
sin2
θe
2
. (2.25)
Usando (2.17) e (2.23) temos que o elemento de matriz de transic¸a˜o (2.11) na
PWBA e´ dado por
〈f |H|i〉 = 4pi
~c2
e
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)Jµ(pi, pf )
∫
d(4)xei(p
′+pA−1−pA−~q)·x/~
=
4pi
~c2
e
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)Jµ(pi, pf )(2pi~)4δ(4)(p′ + pA−1 − pA − k + k′). (2.26)
De maneira equivalente temos (ver equac¸a˜o 2.18)
〈f |H|i〉 = 4pi
~c2
e
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)
∫
d(4)xei(
′
p+A−1−A−ω)t/~eiq·rJµ(r)
=
4pi
~c2
e
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)Jµ(q)(2pi~c)δ(′p + A−1 − A − e + ′e) (2.27)
onde
Jµ(q) =
∫
d3reiq·rJµ(r) (2.28)
e´ a densidade de carga e corrente no espac¸o de momentum transferido.
Como assumimos que as polarizac¸o˜es das part´ıculas incidentes e detectadas na˜o
esta˜o sendo medidas devemos tomar o mo´dulo quadrado da matriz de transic¸a˜o e fazer
uma me´dia sobre os estados iniciais dessas part´ıculas e somar sobre os poss´ıveis estados
finais[6]:
|〈f |H|i〉|2 = (2pi~)4δ(4)(p′ + pA−1 − pA − k + k′)VcT~2c4
(
4pie
qνqν
)2∑
if
|Sfi|2 (2.29a)
= (2pi~c)δ(′p + A−1 − A − e + ′e)
cT
~2c4
(
4pie
qνqν
)2∑
if
|Tfi|2 (2.29b)
onde 4
Sfi = jµ(k, s; k′, s′)Jµ(pi, pf ) e Tfi = jµ(k, s; k′, s′)Jµ(q). (2.30)
Logo ∑
if
|Sfi|2 = 1
2
∑
ss′
j∗µ(k, s; k
′, s′)jν(k, s; k′, s′)
∑
if,N
Jµ∗(pi, pf )Jν(pi, pf ), (2.31a)
∑
if
|Tfi|2 = 1
2
∑
ss′
j∗µ(k, s; k
′, s′)jν(k, s; k′, s′)
∑
if,N
Jµ∗(q)Jν(q), (2.31b)
4Acima usamos que [(2pi~)4δ(4)(p′+pA−1−pA−k+k′)]2 = (2pi~)4δ(4)(p′+pA−1−pA−k+k′)VcT
e [(2pi~c)δ(′p + A−1 − A − e + ′e)]2 = (2pi~c)δ(′p + A−1 − A − e + ′e)cT (pa´ginas 101, 111-112 da
refereˆncia [6])
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onde N sob a somato´ria indica que estamos somando apenas sobre os estados inicial e
final do nu´cleo.
Substituindo o elemento de matriz (2.29a) em (2.6) onde a densidade de estados
finais ρf e´ dada por (2.10) temos que a sec¸a˜o de choque do espalhamento (e, e
′p) do
tipo exclusivo e´
dσ =(2pi~)4δ(4)(p′ + pA−1 − pA − k + k′) 1~2c4
(
4pie
qνqν
)2
mec
2
|k|c
×
∑
if
|Sfi|2mec
2
′e
d3k′
(2pi~)3
mnc
2
′p
d3p′
(2pi~)3
MA−1c2
A−1
d3pA−1
(2pi~)3
. (2.32)
Na equac¸a˜o acima, bem como no resto deste cap´ıtulo eliminamos as dependeˆncias nos
volumes de normalizac¸a˜o V das func¸o˜es de onda das part´ıculas incidentes e espalhadas,
ja´ que a sec¸a˜o de choque na˜o deve ser proporcional ao volume de normalizac¸a˜o 5.
Estamos interessados na situac¸a˜o em que apenas o ele´tron e o nucleon espalhados
sa˜o detectados, enta˜o, para calcular a sec¸a˜o de choque de espalhamento, devemos fazer
uma integrac¸a˜o sobre os poss´ıveis momentum de recuo pA−1 do nu´cleo em seu estado
final:
dσ =
1
(2pi)5
1
~3c3
(
4pie
~2qνqν
)2
MA−1c2
A−1
mnc
2
′p
m2ec
4
′e|k|c∑
if
|Sfi|2|k′|2d|k′|dΩe′|p′|2d|p′|dΩp′δ(′p + A−1 − A − e + ′e). (2.33)
Notamos aqui que se tive´ssemos utilizado a equac¸a˜o (2.29b) em (2.6) ao inve´s de (2.29a)
ao integrar sobre pA−1 ter´ıamos obtido o volume Vp no espac¸o de momentum, i.e.,∫
d3pA−1 = Vp = (2pi~)3V , (2.34)
e, logo, trocando Sfi por Tfi em (2.32) tambe´m obtemos a sec¸a˜o de choque desejada.
A func¸a˜o delta restante representa a conservac¸a˜o da energia do sistema. Podemos
nos livrar dela integrando em |p′|. Para tal usamos que
δ(f(p)) =
∑
i
δ(p− pi)
|∂f
∂p
|p=pi
(2.35)
5Podemos ver isso lembrando que a densidade de estados final e´ proporcional a V3 enquanto as
func¸o˜es de onda das part´ıculas incidentes e espalhadas sa˜o proporcionais a V−1/2. Assim temos que
|Sfi|2 e´ proporcional a V−5 e, logo, o elemento de matriz e´ proporcional a V−4. Assim, a taxa de
transic¸a˜o w e´ proporcional a V−1 enquanto o inverso da corrente incidente e´ proporcional a V.
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onde f(pi) = 0. Como o momentum do nucleon pode assumir um u´nico valor em
mo´dulo para que haja conservac¸a˜o da energia:
′p =
√
|p′|2c2 +m2nc4 (2.36)
enta˜o
f(|p′|) =
√
p′2c2 +m2nc4 +
√
(k− k′ − p′)2c2 +M2A−1c4 − A − e + ′e (2.37)
e, logo, a sec¸a˜o de choque para esse tipo de espalhamento e´
d5σ
d′edΩe′dΩp′
=
(
4pie
~2qνqν
)2
mnc
2MA−1c2m2ec
4
(2pi)5~3c9A
|p′|c|k′|c
|k|c f
−1
rec
∑
if
|Sfi|2. (2.38)
Para chegar a` equac¸a˜o acima, usamos que
d|k′|
d′e
=
′e
|k′|c2 (2.39)
e definimos o fator de recuo do nu´cleo
frec =
A−1
A
′p
|p′|c2
∣∣∣∣∂f(p)∂p
∣∣∣∣
p=|p′|
=
∣∣∣∣1 + ω|p′| − ′p~|q| cos θpA|p′|
∣∣∣∣ . (2.40)
Desta forma, para calcular a sec¸a˜o de choque falta apenas avaliar o elemento de
matriz Sfi. Como as cargas do ele´tron espalhado e do nu´cleo alvo sa˜o conservadas,
∂µj
µ(x) = 0 e ∂µJ
µ(x) = 0, (2.41)
as quadri-correntes eletroˆnica jµ(k, s; k
′, s′) e a hadroˆnica Jµ(p, p′) satisfazem, respec-
tivamente,
qµj
µ(k, s; k′, s′) = 0 e qµJµ(pi, pf ) = 0 (2.42)
ou, de maneira equivalente,
ωj0(k, s; k
′, s′)− ~cq · j(k, s; k′, s′) = 0 e ωJ0(p, p′)− ~cq · J(pi, pf ) = 0 (2.43)
onde j0(k, s; k
′, s′) (J0(p, p′)) e j(k, s; k′, s′) (J(pi, pf )) sa˜o a densidade de carga e de
corrente eletroˆnica (nuclear) no espac¸o de momentum, respectivamente.
Separando as componentes longitudinais (L) e transversais (T) das quadri-correntes
em relac¸a˜o ao momentum transferido q,
j(k, s; k′, s′) = jL(k, s; k′, s′) + jT (k, s; k′, s′) onde jT (k, s; k′, s′) · q = 0 (2.44)
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e
J(pi, pf ) = JL(pi, pf ) + JT (pi, pf ), onde JT (pi, pf ) · q = 0, (2.45)
temos que as componentes longitudinais e de carga esta˜o ligadas por
jL(k, s; k
′, s′) =
ω
~c|q|j0(k, s; k
′, s′)q̂ e JL(pi, pf ) =
ω
~c|q|J0(pi, pf )q̂. (2.46)
Enta˜o, como apenas treˆs das quatro componentes das quadri-correntes sa˜o indepen-
dentes, o produto jµ(k, s; k
′, s′)Jµ(pi, pf ) entre elas pode ser reescrito como
jµ(k, s; k
′, s′)Jµ(pi, pf ) = j0(k, s; k′, s′)J0(pi, pf )− j(k, s; k′, s′) · J(pi, pf )
= −
(
q2µ
|q|2 j0(k, s; k
′, s′)J0(pi, pf ) + jT (k, s; k′, s′) · JT (pi, pf )
)
(2.47)
com as densidades de carga e corrente eletroˆnicas dadas por
j0(k, s; k
′, s′) = ecu′(k′, s′)γ0u(k, s) e j(k, s; k′, s′) = ecu′(k′, s′)γu(k, s), (2.48)
respectivamente, e as densidades de carga e corrente nucleares dadas por
J0(pi, pf ) = 〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉 e J(pi, pf ) = 〈Ψf |Ĵ|Ψi〉, (2.49)
as quais sa˜o dependentes do modelo para o alvo. No pro´ximo cap´ıtulo sera´ discutida a
obtenc¸a˜o das densidades de carga e corrente nuclear.
Assim, reescrevemos Sfi como
Sfi = −ec
(
q2µ
|q|2u
′(k′, s′)γ0u(k, s)〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉+ u′(k′, s′)γu(k, s) · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉
)
(2.50)
ou, de maneira simplificada,
Sfi = −ecu′(k′, s′) (V0γ0 −V · γ)u(k, s) = −ecu′(k′, s′)/V u(k, s) (2.51)
onde V0 e V sa˜o identificados por comparac¸a˜o entre (2.51) e (2.50). Tomando a me´dia
sobre as projec¸o˜es dos spins iniciais dos ele´trons e somando sobre os spins finais, o
mo´dulo quadrado do elemento de matriz Sfi e´ enta˜o∑
if
|Sfi|2 = e2c21
2
∑
ss′
|u′(k′, s′)/Ju(k, s)|2, (2.52)
onde /J =
∑
if
/V , sendo agora a me´dia e a soma efetuadas sobre os estados do nu´cleo
apenas.
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Conforme mostrado no apeˆndice C temos que a sec¸a˜o de choque final e´ dada por:
d5σ
d′edΩe′dΩp′
=
σM |p′|c′p
(2pi)3~c
MA−1c2
A
f−1rec(vlwl + vtwt + vtlwtl + vttwtt). (2.53)
Na equac¸a˜o acima σM e´ a sec¸a˜o de choque de Mott
σM =
(
e2
~c
cos(θe/2)
2e sin
2(θe/2)
)2
, (2.54)
os fatores v dependem apenas da cinema´tica dos ele´trons incidente e espalhado
vl =
(
q2µ
|q|2
)2
(2.55a)
vt = tan
2
(
θe
2
)
− 1
2
q2µ
|q|2 (2.55b)
vtl =
(
q2µ√
2|q|2
)√
tan2
(
θe
2
)
− q
2
µ
|q|2 (2.55c)
vtt =
1
2
q2µ
|q|2 , (2.55d)
enquanto os fatores w, que conteˆm toda informac¸a˜o sobre a estrutura nuclear, sa˜o
dados por
wl =
∑
if,N
|〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉|2 (2.56a)
wt =
∑
if,N
[
|〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉|2 + |〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉|2
]
(2.56b)
wtl = 2Re
∑
if,N
[
〈Ψi|Ĵ†0 |Ψf〉
(
〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉 − 〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉
)]
(2.56c)
wtt = 2Re
∑
if,N
[
〈Ψf |Ĵ†+|Ψi〉〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉
]
. (2.56d)
Os fatores w foram dados acima em termos das componentes transversais J−(q) =
〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉 e J+(q) = 〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉 da quadri-corrente hadroˆnica numa base esfe´rica
ortonormal[9]. Essa base e´ definida pelas relac¸o˜es
eqz = qˆ e eq± = ∓ 1√
2
(ex ± ey) (2.57)
e, logo, suas componentes sa˜o dadas por
Jλ(q) = eqλ · J(q) onde λ = z,±1. (2.58)
Cap´ıtulo 3
Modelo para as Densidades de
Corrente
Nas pro´ximas sec¸o˜es discutiremos a obtenc¸a˜o das func¸o˜es de onda dos nucleons em
seus estados inicial e final e como, a partir delas, calculamos as densidades de corrente
necessa´rias para a obtenc¸a˜o da sec¸a˜o de choque de espalhamento.
As energias envolvidas nos experimentos mais recentes sa˜o cada vez mais altas,
variando de centenas de MeV a poucos GeV. Essa faixa de energias e´ a mesma tanto
para os ele´trons incidente e espalhado, cujas energias de repouso podem ser desprezadas
em relac¸a˜o a suas energias cine´ticas, quanto para o nucleon arrancado do nu´cleo, cuja
energia cine´tica e´ da mesma ordem de grandeza de sua massa de repouso. Por esses mo-
tivos nos preocupamos em fazer um tratamento totalmente relativ´ıstico para descrever
as func¸o˜es de onda dessas part´ıculas. Assim, para que nossa ana´lise seja consistente,
devemos tratar tambe´m os nucleons que compo˜em os nu´cleos inicial e final, da mesma
maneira.
Dito isto, comec¸amos o cap´ıtulo falando sobre uma maneira para gerar as func¸o˜es
de onda dos nucleons ligados. Estas sa˜o obtidas na Aproximac¸a˜o Relativ´ıstica de
Hartree para o modelo de Walecka juntamente com os potenciais nucleares.
Em seguida obtemos as func¸o˜es de onda para o nucleon espalhado a partir de
uma expansa˜o em ondas esfe´ricas da soluc¸a˜o da equac¸a˜o de Dirac no cont´ınuo. Assim
temos, como veremos adiante, uma equac¸a˜o de Dirac para cada onda parcial. Neste
trabalho os potenciais utilizados na soluc¸a˜o dessas equac¸o˜es sa˜o os mesmos gerados
pelo sistema ligado. Fizemos essa escolha pois esse procedimento tem a vantagem de
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garantir a conservac¸a˜o da carga dentro do modelo, mas, como se sabe do espalhamento
ela´stico de pro´tons por nu´cleos, na˜o descreve corretamente a func¸a˜o de onda do nucleon
espalhado.
O procedimento usual para encontrar a func¸a˜o de onda do nucleon espalhado
consiste em resolver as equac¸o˜es de Dirac obtidas utilizando potenciais o´pticos, i.e.,
potenciais que sa˜o gerados para ajustar a sec¸a˜o de choque do espalhamento ela´stico
de pro´tons pelo nu´cleo em questa˜o. Os potenciais o´pticos teˆm algumas diferenc¸as em
relac¸a˜o aos potenciais gerados pelos nucleons em seus estados ligados, na aproximac¸a˜o
de Hartree. Enquanto esses u´ltimos sa˜o puramente reais e independentes da energia do
nucleon, os potenciais o´pticos sa˜o complexos e levam em conta os efeitos de absorc¸a˜o
da func¸a˜o de onda pelo nu´cleo, sendo dependentes da energia do nucleon no meio, fato
este conhecido a partir da investigac¸a˜o da interac¸a˜o nucleon-nucleon[10].
Tendo os estados inicial e final das part´ıculas que compo˜em o sistema nuclear,
mostramos enta˜o como calcular as densidades de corrente de transic¸a˜o para uma
part´ıcula com estrutura interna.
3.1 O Modelo Nuclear e as Func¸o˜es de Onda dos
Estados Ligados
Para obter as func¸o˜es de onda dos nucleons ligados e o potencial nuclear, precisamos
primeiro de um modelo para descrever o nu´cleo alvo. Nesse trabalho usamos o conhe-
cido modelo de Walecka[11, 12], o qual e´ baseado na Hadrodinaˆmica Quaˆntica (QHD)
e descreve o nu´cleo como composto de nucleons que interagem atrave´s da troca (auto-
consistente) de me´sons escalares e vetoriais[13]. Podemos ainda incluir outros tipos de
me´sons (pi, ρ, etc) e tambe´m o campo dos fo´tons, caso levemos em conta a interac¸a˜o
eletromagne´tica. Em verso˜es mais sofisticadas do modelo sa˜o inclu´ıdas tambe´m in-
terac¸o˜es entre os pro´prios campos gerados pelos me´sons.
Algumas das vantagens do modelo sa˜o o fato de, por ser baseado numa teoria
de campo, os graus de liberdade dos me´sons poderem ser inclu´ıdos logo no in´ıcio do
desenvolvimento do mesmo. Ale´m disso, como o modelo e´ relativ´ıstico, ele incorpora
naturalmente o spin e a cinema´tica e dinaˆmica relativ´ıstica das part´ıculas.
A maneira mais apropriada para o estudo do modelo e´ atrave´s de uma formulac¸a˜o
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Lagrangeana para o mesmo, pois esta elimina os v´ınculos existentes nas equac¸o˜es
de movimento[14]. Apo´s introduzir a Lagrangeana para o modelo (baseada na La-
grangeana cla´ssica para meios cont´ınuos) devemos quantizar os campos substituindo-os
por seus operadores. Antes disso, pore´m, faremos uma aproximac¸a˜o de campo me´dio
(MFT) para os campos dos me´sons e para o campo eletromagne´tico, sendo que esta
produz resultados satisfato´rios para va´rias propriedades me´dias nucleares. O campo
dos nucleons continua a ser tratado como um campo quantizado.
3.1.1 O Modelo de Walecka
No modelo de Walecka a densidade Lagrangeana L que descreve a dinaˆmica das
part´ıculas que compo˜em o nu´cleo e´ formada pela soma de treˆs tipos de termos:
L = LlivreN +
∑
m
(Llivrem + LinterNNm) (3.1)
onde LlivreN e´ a Lagrangeana livre dos nucleons, Llivrem e´ a Lagrangeana livre do me´son
m ou do campo eletromagne´tico e LinterNNm e´ a Lagrangeana que descreve a interac¸a˜o dos
nucleons intermediada pelo me´son m ou pelo campo eletromagne´tico.
Neste trabalho consideraremos esse modelo na chamada aproximac¸a˜o QHD-II,
onde, ale´m dos me´sons escalares σ e vetoriais ω inclu´ımos o me´son isovetorial ρ e
o campo eletromagne´tico Aµ. A seguir, apresentamos a Lagrangeana do sistema na
QHD-II. Neste caso as densidades Lagrangeanas livres do sistema se tornam:
LlivreN = Ψ(x)(i~cγµ∂µ −mnc2)Ψ(x) (3.2a)
Llivreσ = −
1
2~c
[
m2σc
4
~2c2
φ2(x)− ∂µφ(x)∂µφ(x)
]
(3.2b)
Llivreω = −
1
4~c
[
Fµν(x)F
µν(x)− 2m
2
ωc
4
~2c2
Vµ(x)V
µ(x)
]
(3.2c)
Llivreρ = −
1
4~c
[
Bµν(x) ·Bµν(x)− 2
m2ρc
4
~2c2
bµ(x) · bµ(x)
]
(3.2d)
LlivreAµ = −
e2
4~c
Gµν(x)G
µν(x) (3.2e)
onde Ψ (M), φ (mσ), Vµ (mω) e bµ (mρ) sa˜o os operadores de campo (massas) dos
nucleons e dos me´sons σ, ω e ρ, respectivamente. Temos tambe´m que Fµν = ∂µVν(x)−
∂νVµ(x), Gµν = ∂µAν(x)− ∂νAµ(x) e Bµν = ∂µbν(x)− ∂νbµ(x).
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As densidades Lagrangeanas de interac¸a˜o sa˜o:
LinterNNσ = gσΨ(x)φ(x)Ψ(x) (3.3a)
LinterNNω = −gωΨ(x)γµV µ(x)Ψ(x) (3.3b)
LinterNNρ = −
gρ
2
Ψ(x)γµ
−→τ · bµ(x)Ψ(x) (3.3c)
LinterNNAµ = −eΨ(x)γµ
(1 + τ3)
2
Aµ(x)Ψ(x) (3.3d)
onde gσ, gω e gρ sa˜o constantes de acoplamento dos me´sons σ, ω e ρ, respectivamente,
enquanto −→τ e´ a matriz de isospin do nucleon e τ3 = 1 (−1) se o nucleon for um pro´ton
(neˆutron). Omitiremos a dependeˆncia em x dos campos de agora em diante, exceto
onde expl´ıcito.
Tendo a densidade Lagrangeana L do modelo para o nu´cleo podemos encontrar
o tensor energia-momentum, dado por
Tµν = −gµνL+
∑
χ
∂νχ
∂L
∂∂µχ
(3.4)
e as equac¸o˜es de movimento do sistema a partir das equac¸o˜es de Euler-Lagrange:
∂L
∂χ
− ∂µ ∂L
∂(∂µχ)
= 0 (3.5)
onde χ sa˜o os graus de liberdade do sistema.
As equac¸o˜es de movimento do sistema, escolhendo como graus de liberdade do
mesmo os operadores de campo Ψ, φ, Vµ, bµ e Aµ, sa˜o, respectivamente, a equac¸a˜o de
Dirac:
(i~cγµ∂µ −mnc2 + gσφ− gωγµV µ − gρ
2
γµ
−→τ · bµ − eγµ (1 + τ3)
2
Aµ)Ψ = 0, (3.6a)
uma equac¸a˜o do tipo Klein-Gordon com termo de fonte:
1
~c
[
+ m
2
σc
4
~2c2
]
φ(x) = gσΨ(x)Ψ(x), (3.6b)
duas equac¸o˜es de Proca, tambe´m com termos de fonte:
1
~c
[
+ m
2
ωc
4
~2c2
]
V µ(x) = gωΨ(x)γ
µΨ(x) (3.6c)
e
1
~c
[
∂νB
νµ +
m2ρc
4
~2c2
bµ(x)
]
= gρΨ(x)γ
µ−→τ Ψ(x), (3.6d)
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ale´m de uma forma compacta para as equac¸o˜es de Maxwell:
e2
~c
Aµ(x) = eΨ(x)γµ (1 + τ3)
2
Ψ(x). (3.6e)
Lembramos que o D’Alambertiano  presente nas equac¸o˜es acima e´ definido
por  = ∂ν∂ν = 1c2
∂2
∂t2
− ∇2 e que para chegar a` equac¸a˜o (3.6c) usamos o fato da
densidade de corrente barioˆnica Bµ = Ψ(x)γµΨ(x) ser uma quantidade conservada,
i.e., ∂µ[Ψ(x)γ
µΨ(x)] = 0.
Para resolver a equac¸a˜o de Dirac (3.6a) e encontrar os valores para os campos
Ψ dos nucleons precisamos encontrar os valores para os campos mesoˆnicos φ, V µ e bµ
(equac¸o˜es (3.6b) a (3.6d)) e para o campo eletromagne´tico Aµ (equac¸a˜o (3.6e)). Para
tal usamos o propagador Dχ(x − x′) (func¸a˜o de Green) adequado para cada um dos
campos. Assim, se Fχ for a fonte do campo χ a forma geral para o campo χ(x) e´ dada
por:
χ(x) =
∫
Dχ(x− x′)Fχ(x′)d4x′. (3.7)
e, logo, a equac¸a˜o de Dirac para os nucleons se torna:
(−i~cγµ∂µ +mnc2)Ψ(x) =g2σ
∫
Dσ(x− x′)Ψ(x′)Ψ(x′)d4x′Ψ(x)
− g2ω
∫
Dω(x− x′)Ψ(x′)γµΨ(x′)d4x′γµΨ(x)
− g2ρ
∫
Dρ(x− x′)Ψ(x′)γµ−→τ Ψ(x′)d4x′γµ · −→τ Ψ(x)
− e2
∫
DAµ(x− x′)Ψ(x′)γµ (1 + τ3)
2
Ψ(x′)d4x′γµ
(1 + τ3)
2
Ψ(x).
(3.8)
Tendo calculado os campos dos nucleons, dos me´sons e dos fo´tons podemos cal-
cular outras grandezas de interesse a partir do tensor energia momentum Tµν . Por
exemplo, a Hamiltoniana e´ dada por
H =
∫
d3xT00, (3.9)
e, a partir da´ı, a energia total do sistema.
3.1.2 A Aproximac¸a˜o de Hartree
Para resolver as equac¸o˜es (3.6a) a (3.6e) faremos algumas aproximac¸o˜es ja´ que estas
equac¸o˜es sa˜o equac¸o˜es de campo na˜o-lineares e suas soluc¸o˜es sa˜o bastante complicadas.
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Ale´m disso, como as constantes de acoplamento dos campos sa˜o grandes, a soluc¸a˜o por
me´todos perturbativos e´ inapropriada. Um me´todo para resolver estas equac¸o˜es e´
usando a aproximac¸a˜o de campo-me´dio (MFT), ou seja, substituindo os valores dos
campos por seus valores esperados. Este procedimento produz seus melhores resul-
tados a` medida que as variac¸o˜es em torno desses valores esperados se tornam menos
significativas, o que acontece com o aumento da densidade nuclear[13]. O aumento das
densidades nucleares implica num aumento dos termos de fonte das equac¸o˜es (3.6b)
a (3.6e) e, logo, podemos substituir os operadores de campo dos me´sons e dos fo´tons
por seus valores esperados, que sa˜o agora campos cla´ssicos. Se impusermos invariaˆncia
rotacional (simetria esfe´rica) ao sistema temos que os campos dos me´sons escalares σ
e vetoriais ω sa˜o aproximados, respectivamente, por
φ→ 〈φ〉 ≡ φ0(r) (3.10a)
e
Vµ → 〈Vµ〉 ≡ δµ0V0(r), (3.10b)
enquanto a componente j do campo do me´son ρ e o campo eletromagne´tico se tornam,
respectivamente,
b(j)µ → 〈b(j)µ 〉 ≡ δµ0δj3b0(r) (3.10c)
e
Aµ → 〈Aµ〉 ≡ δµ0A0(r). (3.10d)
A partir de agora omitiremos as dependeˆncias em r dos campos.
Substituindo os valores aproximados para os campos na Lagrangeana original do
sistema (equac¸a˜o (3.1)) temos que
L = Ψ
[
i~cγµ∂µ − gωγ0V0 − 1
2
gρτ3γ
0b0 − e1
2
(1 + τ3)γ
0A0 − (mnc2 − gσφ0)
]
Ψ
− 1
2~c
[
[(∇φ0)2 + ms
2c4
~2c2
φ0
2]− [(∇V0)2 + mv
2c4
~2c2
V0
2]− (e∇A0)2 − [(∇b0)2 + mρ
2c4
~2c2
b0
2]
]
(3.11)
onde os campos mesoˆnicos e eletromagne´tico, sa˜o dados por
1
~c
(
∇2 − m
2
σc
4
~2c2
)
φ0(r) = −gσ%s(r) ≡ −gσ〈ΨΨ〉 (3.12a)
1
~c
(
∇2 − m
2
ωc
4
~2c2
)
V0(r) = −gω%B(r) ≡ −gω〈Ψγ0Ψ〉 (3.12b)
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1
~c
(
∇2 − m
2
ρc
4
~2c2
)
b0(r) = −gρ
2
%3(r) ≡ −gρ
2
〈Ψτ3γ0Ψ〉 (3.12c)
e2
~c
∇2A0(r) = −e%p(r) ≡ −e
2
〈Ψ(1 + τ3)Ψ〉. (3.12d)
Os valores do campo barioˆnico Ψ sa˜o as soluc¸o˜es da equac¸a˜o de Dirac
[i~cγµ∂µ − gωγ0V0 − gρ
2
τ3γ
0b0 − e
2
(1 + τ3)γ
0A0 − (mnc2 − gσφ0)]Ψ = 0 (3.13)
que e´ resolvida de maneira auto-consistente com as equac¸o˜es dos campos cla´ssicos.
Como queremos resolver a equac¸a˜o para cada nucleon separadamente expandi-
mos o operador para o campo barioˆnico Ψ em termos de operadores de criac¸a˜o A†α
(B†α) e aniquilac¸a˜o Aα (Bα) de nucleon (antinucleon) no estado α, onde o estado α e´
especificado pelo conjunto completo de nu´meros quaˆnticos que descrevem cada nucleon
(antinucleon) do nu´cleo. Lembrando que a equac¸a˜o de Dirac admite tanto soluc¸o˜es
de energia positiva ψ (nucleons) quanto energia negativa ϕ (anti-nucleons) e que os
campos sa˜o esta´ticos, expandimos o operador Ψ da seguinte forma:
Ψ̂(x) =
∑
α
[Aαψα(r)e
−iαt/~ +B†αϕα(r)e
iαt/~]. (3.14)
Desconsideraremos, como de usual, os efeitos das anti-part´ıculas. Logo, se sub-
stituirmos essa expansa˜o em (3.13) obtemos que
hψα(r) = αψα(r) (3.15)
onde
h ≡ [−iα · ∇+ gωV0 + gρ
2
τ3b0 +
e
2
(1 + τ3)A0 + γ0(mnc
2 − gσφ0)]. (3.16)
Como assumimos que o sistema tem simetria esfe´rica (nu´cleo com camada fechada)
e conserva paridade, α representa os nu´meros quaˆnticos principal n e de momentum
angular κ e m e isospin t. Usando as propriedades dos operadores de momentum-
angular relativ´ıstico encontramos que a soluc¸a˜o da parte angular da equac¸a˜o (3.15) sa˜o
harmoˆnicos esfe´ricos spinoriais
Yκm(θ, φ) =
∑
ms
〈lm−ms1
2
ms|jm〉Ylm−ms(θ, φ)χms (3.17)
onde
j = |κ| − 1
2
, l =
 κ, κ > 0;−(κ+ 1), κ < 0. ,
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e 〈lm−ms 12ms|jm〉 sa˜o coeficientes de Clebsch-Gordan, Ylm−ms(θ, φ) sa˜o harmoˆnicos
esfe´ricos e χms e´ a func¸a˜o de onda de spin 1/2.
Logo, podemos separar a func¸a˜o de onda ψα em componentes superior e inferior
cuja soluc¸a˜o da parte angular difere no sinal de κ, i.e.,
ψα(r) ≡ ψnκmt(r) =
 Gnκt(r)/rYκm(rˆ)
iFnκt(r)/rY−κm(rˆ)
 ζt. (3.18)
onde ζt sa˜o isospinores de duas componentes que definem se a part´ıcula e´ um pro´ton
ou um neˆutron. Como t = τ3/2 e´ o autovalor que define a projec¸a˜o do isospin temos
ζ+ 1
2
=
 1
0
 e ζ− 1
2
=
 0
1
 . (3.19)
A partir da expressa˜o (3.18) e do fato que
+j∑
m=−j
Y†κmYκ′m′ =
(
2j + 1
4pi
)
δκκ′ , (3.20)
encontramos as densidades %s, %B, %3 e %p presentes nas equac¸o˜es (3.12a) a (3.12d) em
termos das func¸o˜es Fα e Gα. Com esses resultados reescrevemos as equac¸o˜es de campo
para os me´sons e para os fo´tons:
1
~c
[
d2
dr2
+
2
r
d
dr
− 1
~2c2
m2σc
4
]
φ0(r) = −gσ%s(r)
≡ −gσ
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 − |Fα(r)|2] (3.21a)
1
~c
[
d2
dr2
+
2
r
d
dr
− 1
~2c2
m2ωc
4
]
V0(r) = −gω%B(r)
≡ −gω
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 + |Fα(r)|2] (3.21b)
1
~c
[
d2
dr2
+
2
r
d
dr
− 1
~2c2
m2ρc
4
]
b0(r) = −1
2
gρ%3(r)
≡ −gρ
2
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 + |Fα(r)|2](−1)tα−1/2 (3.21c)
e2
~c
[
d2
dr2
+
2
r
d
dr
]
A0(r) = −e%p(r)
≡ −e
occ∑
α
(
2jα + 1
4pir2
)
[|Gα(r)|2 + |Fα(r)|2](tα + 1/2). (3.21d)
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As soluc¸o˜es dessas equac¸o˜es dependem de 7 paraˆmetros cujos valores sera˜o discutidos
no pro´ximo cap´ıtulo: a massamn dos nucleons e as massas e constantes de acoplamento
dos me´sons.
Substituindo (3.18) em (3.13) encontramos as equac¸o˜es para as func¸o˜es de onda
dos ba´rions
d
dr
Gα(r) +
κ
r
Gα(r)− Eα +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Fα(r) = 0 (3.22a)
e
d
dr
Fα(r)− κ
r
Fα(r) +
Eα −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Gα(r) = 0. (3.22b)
Nestas equac¸o˜es M∗(r)c2 = mnc2 − Vs(r) onde os potenciais escalar Vs(r) e vetorial
Vv(r) sa˜o dados por:
Vs(r) ≡ gσφ0(r)
e
Vv(r) ≡ gωV0(r) + gρtαb0(r) + eA0(r)(tα + 1
2
).
A condic¸a˜o de normalizac¸a˜o das func¸o˜es Fα e Gα sa˜o encontradas a partir da
probabilidade de se encontrar o nucleon numa dada regia˜o do espac¸o. Para todo o
espac¸o ela e´ dada por: ∫ ∞
0
dr(|Gα(r)|2 + |Fα(r)|2) = 1 (3.23)
Essas equac¸o˜es na˜o-lineares acopladas conteˆm toda informac¸a˜o sobre o estado
fundamental do nu´cleo e sa˜o resolvidas iterativamente. O me´todo usado para a res-
oluc¸a˜o das equac¸o˜es esta´ descrito detalhadamente nas refereˆncias [11, 15].
Tendo encontrado os valores dos campos a energia total do sistema e´ dada, de
acordo com a equac¸a˜o (3.9), por
E =
occ∑
α
Eα(2jα + 1)− 1
2
∫
d3x{−gσφ0(r)%s(r)
+ gωV0(r)%B(r) +
1
2
gvb0(r)%3(r) + eA0(r)%p(r)}, (3.24)
ou seja, ela e´ a energia somada de todas as part´ıculas que compo˜em o nu´cleo, sub-
tra´ıda da metade da energia potencial que surge devido a`s interac¸o˜es com os campos
mesoˆnicos.
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3.2 O Nucleon Espalhado
No nosso modelo para o espalhamento (e, e′p) assumimos que o nucleon arrancado do
nu´cleo interage com os mesmos campos que interagia quando estava no estado ligado.
Logo, as func¸o˜es de onda de todos os nucleons, exceto do nucleon espalhado, sa˜o iguais
em seus estados final e inicial. Ja´ a func¸a˜o de onda final ψf (x) = e
−i′pt/~ψf (r) do
nucleon espalhado e´ encontrada resolvendo:
hψf (r) = 
′
pψf (r) (3.25)
onde ′p e´ a energia do nucleon depois de interagir com o ele´tron. A Hamiltoniana h
acima e´ a mesma que descreve o nucleon no estado ligado (equac¸a˜o (3.16)).
A equac¸a˜o acima e´ resolvida expandindo a func¸a˜o de onda ψf (r) em ondas parciais
e resolvendo a equac¸a˜o para cada onda separadamente. Para uma part´ıcula de spin ms
a expansa˜o na RDWBA (Relativistic Distorted Wave Born Approximation) no espac¸o
de configurac¸o˜es tem a forma
ψms(r) = 4pi
√
′p +mnc2
2V′p
∑
κ,m
ile−iδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′)ψκm(r) (3.26)
com ml = m−ms e
ψκm(r) =
 gκ(r)/rYκm(rˆ)
ifκ(r)/rY−κm(rˆ)
 . (3.27)
Logo, para descrever a func¸a˜o de onda do nucleon espalhado basta determinar as
func¸o˜es fκ(r), gκ(r) e os phase-shifts δκ. Substituindo a expansa˜o acima na equac¸a˜o de
Dirac (3.25) obtemos as seguintes equac¸o˜es diferenciais acopladas para fκ(r) e gκ(r):
d
dr
fκ(r) = −
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c
gκ(r) +
κ
r
fκ(r), (3.28a)
d
dr
gκ(r) =
′p +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c
fκ(r)− κ
r
gκ(r). (3.28b)
Para obter os phase-shifts δκ comparamos os valores obtidos para fκ(r) e gκ(r) com
as formas assinto´ticas das soluc¸o˜es para o espalhamento de um nucleon por uma carga
pontual[16]. Fazemos isto porque para valores de r maiores que o raio do nu´cleo o
potencial escalar Vs(r) e´ praticamente nulo (tem alcance finito) e o potencial vetorial
Vv(r) pode ser aproximado pelo potencial de uma carga puntual Ze igual ao nu´mero de
pro´tons do nu´cleo. Como existem soluc¸o˜es regulares (finitas na origem) e irregulares
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(divergem na origem) para o espalhamento por uma carga puntual, escrevemos fκ(r) e
gκ(r) como uma combinac¸a˜o linear dessas soluc¸o˜es[16]. Se f
R
κ (r) e g
R
κ (r) sa˜o as soluc¸o˜es
regulares e f Iκ(r) e g
I
κ(r) as irregulares a combinac¸a˜o tem a forma
fκ(r) = Aκf
R
κ (r) +Bκf
I
κ(r) (3.29a)
gκ(r) = Aκg
R
κ (r) +Bκg
I
κ(r). (3.29b)
onde os coeficientes Aκ e Bκ devem ser determinados. A partir desses coeficientes
e dos phase-shifts δRκ e δ
I
κ para as soluc¸o˜es regulares e irregulares, respectivamente,
encontramos os phase-shifts δκ para cada onda parcial. Eles sa˜o dados por:
δκ = δ
R
κ + arctan
(
sin θκ
Aκ/Bκ + cos θκ
)
(3.30)
onde θκ = δ
I
κ − δRκ . Para chegar a essa equac¸a˜o utilizamos as formas assinto´ticas das
soluc¸o˜es para o espalhamento por uma carga puntual. Toda a ana´lise acima foi feita
para a QHD-II, ou seja, levando em conta os campos eletromagne´ticos, que teˆm alcance
infinito. Se na˜o levarmos em conta esses u´ltimos, as soluc¸o˜es regulares e irregulares
para o espalhamento se reduzem a func¸o˜es de Bessel e Newman esfe´ricas, multiplicadas
por uma constante de normalizac¸a˜o. As soluc¸o˜es anal´ıticas para o espalhamento do
nucleon por uma carga puntual e suas formas assinto´ticas, bem como os respectivos
phase-shifts, esta˜o detalhados no Apeˆndice D.
Na tabela 3.1 temos uma comparac¸a˜o dos phase-shifts obtidos nas mesmas condic¸o˜es
cinema´ticas descritas na figura 4.6. Na primeira coluna temos os phase-shifts obtidos
na QHD-II e na segunda coluna os mesmos obtidos na QHD-I, ou seja, desconsiderando
a interac¸a˜o Coulombiana entre os pro´tons.
Veremos no pro´ximo cap´ıtulo, o que tais diferenc¸as implicam em termos de sec¸a˜o
de choque.
3.3 As Densidades de Corrente
Como discutimos neste cap´ıtulo o nu´cleo manteˆm-se coeso devido a troca de me´sons e
fo´tons entre os nucleons que o compo˜em. Nesse modelo podemos descrever os estados
inicial e final do nu´cleo, os quais sa˜o os ingredientes necessa´rios para obter-se a den-
sidade de corrente nuclear Jµ(x) do alvo hadroˆnico. Como vimos esta e´ dada como o
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QHD-II QHD-I
κ δκ δ−κ δκ δ−κ
1 −1.123532581 −1.051603727 0.2680414379 0.3422451524
2 −1.212174201 −0.9833080751 0.1749464178 0.4088448510
3 −1.272316479 −0.8634929492 0.1072740054 0.5304763570
4 −1.252982866 −0.7387184356 0.1248243185 0.6534498129
5 −1.194476162 −0.6530281546 0.1758039820 0.7344614249
10 −1.246849381 −1.138503583 0.4510904989 0.1625110181
20 −1.199493708 −1.207434947 0.2853214498 0.3806052964
30 −1.139411460 −1.144848581 −0.1279557235 −0.1279568515
40 −1.092089710 −1.093651312 −0.1290033627 −0.1290572721
→∞ → δRκ → δR−κ → 0.0 → 0.0
Tabela 3.1: Comparac¸a˜o entre os phase-shifts obtidos com e sem o campo Coulombiano.
elemento de matriz do operador de quadri-corrente Ĵµ(x) entre os estados inicial |Ψi〉
e final |Ψf〉 do nu´cleo alvo
Jµ(x) = 〈Ψf |Ĵµ(x)|Ψi〉 = ei(pf−pi)·x/~〈Ψf |Jµ(0)|Ψi〉 = ei(pf−pi)·x/~Jµ(pi, pf ) (3.31)
se considerarmos que a corrente e´ um invariante de Lorentz do sistema. Aqui Ĵµ(0)
significa o operador de corrente transladado em suas coordenadas espaciais e temporais.
Discutimos a seguir a forma expl´ıcita para esse operador, assim como o ca´lculo de seu
elemento de matriz dentro do modelo acima discutido.
3.3.1 O Operador Densidade de Corrente
Como os nucleons sa˜o part´ıculas com estrutura interna[2, 17] o operador de quadri-
corrente na˜o e´ dado simplesmente pelas matrizes γ como no caso de part´ıculas puntuais.
Considerando que as correntes dependem somente dos estados de momentum
inicial pi e final pf do sistema escrevemos a quadri-corrente hadroˆnica Jµ(pi, pf ) de
uma forma geral como
Jµ(pi, pf ) = Ψf (pf )Ĵµ(pi, pf )Ψi(pi). (3.32)
Aqui o operador Ĵµ(pi, pf ), que determina a corrente de transic¸a˜o quando o nu´cleo
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vai de um estado inicial Ψi(pi) para um estado final Ψf (pf ), conte´m as informac¸o˜es
necessa´rias sobre a estrutura interna da part´ıcula.
O operador Ĵµ(pi, pf ) e´ constru´ıdo a partir dos quadri-vetores de momentum en-
volvidos e combinac¸o˜es de matrizes γ. A princ´ıpio tais combinac¸o˜es, as quais sa˜o invari-
antes por uma transformac¸a˜o de Lorentz, podem ser escritas nas seguintes formas[17]:
1 (escalar)
γµ (vetorial)
σµν (tensorial)
γµγ5 (pseudo-vetorial)
γ5 (pseudo-escalar).
Como a interac¸a˜o eletromagne´tica e´ invariante por inversa˜o de paridade as com-
ponentes do operador Ĵµ(pi, pf ) podem ser apenas vetoriais. Logo, Jµ(pi, pf ) pode ser
escrito como
Jµ(pi, pf ) = Ψf (pf )
[
γµK1 + iσµν(pf − pi)νK2 + iσµν(pf + pi)νK3
+ (pf − pi)µK4 + (pf + pi)µK5
]
Ψi(pi) (3.33)
onde, na forma mais geral, os fatores de forma eletromagne´ticos Kj dependem apenas
dos escalares q2, p2i e p
2
f . Essa e´ a forma necessa´ria para descrever a interac¸a˜o de um
nucleon ligado ao alvo com o fo´ton virtual emitido pelo ele´tron. Entretanto, como
pouco se sabe sobre o comportamento dos fatores de forma dos nucleons quando esta˜o
num estado ligado (off-shell) costuma-se usar os fatores de forma do nucleon livre
(on-shell) para calcular a densidade hadroˆnica de correntes de transic¸a˜o[17]. Nessa
aproximac¸a˜o os fatores de forma Kj sa˜o func¸o˜es apenas de q
2.
Podemos incorporar os termos envolvendo (pf + pi) nos outros termos usando as
seguintes relac¸o˜es
Ψf (pf ) [(pf + pi)µ] Ψi(pi) = Ψ(pf ) [−iσµν(pf − pi)ν + (Mfc+Mic) γµ] Ψi(pi) (3.34)
e
Ψf (pf ) [iσµν(pf + pi)
ν ] Ψi(pi) = Ψ(pf ) [−(pf − pi)µ + (Mfc−Mic) γµ] Ψi(p). (3.35)
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Com essas identidades (3.33) se reduz a
Jµ(pi, pf ) = Ψf (p
′)
[
γµF1(q
2) + i
(
κ~c
2mnc2
)
σµνq
νF2(q
2) + qµF3(q
2)
]
Ψi(p) (3.36)
onde
F1(q
2) = K1(q
2) + (Mf −Mi)cK3(q2) + (Mf +Mi)cK5(q2), (3.37a)
F2(q
2) =
2mnc
2
κ~c
(K2(q
2)−K5(q2)), (3.37b)
F3(q
2) = K4(q
2)−K3(q2), (3.37c)
mn e´ a massa do nucleon livre e κ e´ uma constante relacionada ao momentum magne´tico
do nucleon. Para reduzir ainda mais a expressa˜o usamos a conservac¸a˜o da corrente
qµJµ(pi, pf ) = Ψf (pf )
[
/qF1(q
2) + i
(
κF2(q
2)
2mnc
)
qµσµνq
ν + q2F3(q
2)
]
Ψi(pi) = 0. (3.38)
Usando a equac¸a˜o de Dirac livre temos que o primeiro termo e´ (Mf − Mi)F1(q2).
O segundo termo se anula devido a` anti-simetria dos tensores σµν . Como estamos
considerando espalhamento ela´stico do nucleon, Mi = Mf = mn e, portanto, F3(q
2) =
0. Temos assim, para uma part´ıcula com estrutura interna, que o operador Ĵµ(pi, pf )
depende apenas dos fatores de forma de Dirac (F1(q
2)) e de Pauli (F2(q
2)) e tem a
forma:
Ĵµ(pi, pf ) = F1(q
2)γµ + F2(q
2)
iκ~c
2mnc2
σµνqν . (3.39)
Escrevendo o operador dessa forma vemos que ele na˜o depende de pi e pf , mas
sim da diferenc¸a ~q = pf − pi entre os dois. Sendo assim, a partir de agora escrevemos
o operador de densidade de correntes hadroˆnica como Ĵµ(q) ≡ Ĵµ(pi, pf ) e a densidade
como Jµ(q) ≡ Jµ(pi, pf ).
Os fatores de forma F1(q
2) e F2(q
2) sa˜o dados em termos dos fatores de forma
eletromagne´ticos GE(q
2) e GM(q
2) diretamente relacionados a`s densidades de carga
e corrente dos nucleons, respectivamente. Esses fatores, conhecidos como fatores de
forma de Sachs, esta˜o relacionados a F1(q
2) e F2(q
2) por[2, 18]
F1(q
2) =
(
1 +
Q2
4m2nc
2
)−1 [
GE(q
2) +
Q2
4m2nc
2
GM(q
2)
]
, (3.40a)
κF2(q
2) =
(
1 +
Q2
4m2nc
2
)−1 [
GM(q
2)−GE(q2)
]
. (3.40b)
onde Q2 = −(~q)2.
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Os fatores de forma acima podem, em princ´ıpio, ser obtidos a partir de um
modelo de quarks e glu´ons para o nucleon. Neste trabalho usaremos, no entanto, uma
parametrizac¸a˜o obtida a partir de dados experimentais e va´lido para Q2 . 1 (GeV/c)2.
Nessa faixa de energia o comportamento de GE(q
2) e GM(q
2) e´ ajustado pelas curvas
GpE(q
2) = (1 +Q2/0.71)−2, GpM(q
2) = µpG
p
E(q
2),
GnM(q
2) = µnG
p
E(q
2), GnE(q
2) = (Q2/4m2nc
2)(1 + 5.6Q2/4m2nc
4)−1|GnM(q2)|,
(3.41)
onde os superscritos em GE e GM determinam se o nucleon e´ um pro´ton (p) ou um
neˆutron (n), µp = 1 + κp = 2.793 e µn = κn = −1.913 sa˜o seus respectivos momentos
magne´ticos e Q2 e´ dado em (Gev/c)2.
3.3.2 Jµ(r) na Aproximac¸a˜o de Hartree
Como discutido anteriormente, em nosso modelo para o nu´cleo, o mesmo e´ descrito na
aproximac¸a˜o de Hartree, o que significa que sua func¸a˜o de onda inicial (final) e´ dada
pelo produto anti-simetrizado (determinante de Slater) das func¸o˜es de onda de cada
uma das part´ıculas do sistema, ou seja:
|Ψi〉 = |ψα1ψα2 ...ψα(A−1)ψαA〉. (3.42)
Como no nosso modelo para o espalhamento (e, e′p) consideramos que o estado final
|Ψf〉 difere do estado inicial |Ψi〉 apenas pela func¸a˜o de onda do nucleon espalhado, ja´
que os demais nucleons sa˜o apenas espectadores da reac¸a˜o,
|Ψf〉 = |ψα1ψα2 ...ψα(A−1)ψα′A〉. (3.43)
De forma coerente com essa aproximac¸a˜o, escrevemos o operador corrente para o
nu´cleo como sendo um operador de um corpo, ou seja[19]:
〈Ψf |Ĵµ(r)|Ψi〉 = 〈Ψf |
A∑
i=1
Ĵ iµ(r)|Ψi〉 = 〈ψα′A|ĴAµ (r)|ψαA〉, (3.44)
onde definimos o operador corrente no espac¸o de coordenadas como:
J iµ(r) = δ(r− ri)Ĵµ(pi, pf ), (3.45)
sendo p = −i~∇. Como vimos, para obter a sec¸a˜o de choque precisaremos de:
Jµ(q) =
∫
d3reiq·r〈ψα′A|Ĵµ(r)|ψαA〉 =
∫
d3reiq·rJµ(r), (3.46)
onde o ı´ndice i fica subentendido daqui em diante.
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3.3.3 Decomposic¸a˜o em Multipolos da Densidade de Corrente
Afim de calcular a transformada de Fourier definida na equac¸a˜o 3.46, podemos expandir
a onda plana eiq·r em termos de func¸o˜es esfe´ricas de Bessel e harmoˆnicos esfe´ricos (ver
apeˆndice B):
eiq·r = 4pi
∑
LM
iLjL(qr)Y
∗
LM(qˆ)YLM(rˆ) (3.47)
chegamos em1
J0(q) = 4pi
∑
LM
iLY ∗LM(qˆ)〈Ψf |CLM(q)|Ψi〉 (3.48)
onde
CLM(q) =
∫
drjL(qr)YLM(rˆ)J
0(r) (3.49)
e´ o tensor Coulombiano de ordem L.
Expandindo agora J(q) em termos de componentes esfe´ricas temos
J(q) =
∑
λ=±1,3
Jλ(q)e
∗
qλ onde Jλ(q) = eqλ · J(q). (3.50)
Como discutido no cap´ıtulo 2 precisamos calcular apenas as componentes J+ e
J−, tais que
J±(q) ≡ ∓ 1√
2
(Jx(q)± Jy(q)) . (3.51)
Se substituirmos a transformada de Fourier (3.46) na equac¸a˜o (3.50) para Jλ
obtemos que
Jλ(q) = eqλ · J(q) =
∫
d3reqλe
iq·r · J(r). (3.52)
Usando a expansa˜o (ver apeˆndice B)
eqλe
iq·r = −
√
2pi
∑
L≥1
iL
√
2L+ 1
{
λjL(qr)Y
λ
LL(rˆ)
+
1
q
∇× [jJ(qr)YλJJ(rˆ)]
}
, (3.53)
na equac¸a˜o (3.52) para Jλ obtemos
Jλ(q) = −
√
2pi
∑
L≥1
iL
√
2L+ 1〈Ψf |[ELλ(q) + λMLλ(q)]|Ψi〉, (3.54)
onde
ELλ(q) =
1
q
∫
dr∇× [jL(qr)YλLL(rˆ)] · Ĵ(r) (3.55)
1Aqui q e r sa˜o os mo´dulos dos vetores q e r, respectivamente
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e
MLλ(q) =
∫
drjL(qr)Y
λ
LL(rˆ) · Ĵ(r) (3.56)
sa˜o chamados multipolos ele´tricos e magne´ticos de ordem L, respectivamente.
3.4 Ca´lculo das Densidades de Carga e Corrente
Nas pro´ximas sec¸o˜es mostraremos em detalhes o ca´lculo dessas componentes. Para
facilitar os ca´lculos utilizaremos as seguintes notac¸o˜es para as func¸o˜es de onda inicial
|ψαA〉 e final |ψα′A〉 do nucleon:
〈r|ψαA〉 ≡ ψi(r) =
 φi
χi
 (3.57)
onde as componentes φi e χi sa˜o encontradas comparando (3.57) com (3.18) e
〈r|ψα′A〉 ≡ ψf (r) =
 φf
χf
 (3.58)
onde as componentes φf e χf sa˜o encontradas comparando (3.58) com (3.26).
3.4.1 Ca´lculo de J0(q)
Para o ca´lculo de J0(q) comec¸amos fazendo µ = 0 em (3.39). Assim temos que
Ĵ0(q̂) = F1(q
2)γ0 + F2(q
2)
iκ~c
2mnc2
σ0νqν = F1(q
2)γ0 + F2(q
2)
κ~c
2mnc2
α · q̂ (3.59)
se escrevermos σ0νqν em termos da matriz α e do momentum transferido q̂. Logo a
densidade de corrente J0(r) no espac¸o das coordenadas e´
J0(r) = 〈ψf |Ĵ0(r)|ψi〉 = ψf (r)Ĵ0(r)ψi(r). (3.60)
A partir daqui deixaremos impl´ıcita as dependeˆncias em r das func¸o˜es de onda. Es-
crevendo o operador Ĵ0(q̂) em sua forma expl´ıcita obtemos que
J0(r) = F1(q
2)ψ†fψi + F2(q
2)
κ~c
2mnc2
ψfα · q̂ψi (3.61)
e logo, utilizando o fato que ~q = i(pf − pi) = i~(←−∇ +−→∇), o que implica em que
ψfα · q̂ψi =
i
~
[
ψfα ·
←−∇ψi + ψfα ·
−→∇ψi
]
=
i
~
∇ · (ψfαψi) ,
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temos
J0(r) = F1(q
2)ψ†fψi + iF2(q
2)
κc
2mnc2
∇ · (ψfαψi) . (3.62)
Como queremos escrever J0 no espac¸o de momentum calculamos a transformada de
Fourier de J0(r)
J0(q) =
∫
d3reiq·rJ0(r)
= F1(q
2)
∫
d3reiq·rψ†fψi + iF2(q
2)
κc
2mnc2
∫
d3reiq·r∇ · (ψfαψi)
= F1(q
2)
∫
d3reiq·rψ†fψi + F2(q
2)
κ~c
2mnc2
q ·
∫
d3reiq·r
(
ψfαψi
)
(3.63)
onde na u´ltima passagem resolvemos a segunda integral atrave´s de uma integrac¸a˜o por
partes.
O primeiro termo em (3.63) pode ser avaliado utilizando (3.57) e (3.58)
J01 (q) = F1(q
2)
∫
d3reiq·rψ†fψi
= 4piF1(q
2)
∑
LM
iLY ∗LM(qˆ)
∫
d3rjL(qr)YLM(rˆ)
[
φ†fφi + χ
†
fχi
]
. (3.64)
Aqui, novamente, a escolha de q paralelo ao eixo-z (zˆ ≡ e0) faz-se u´til, visto que
YLM(zˆ) =
√
2L+ 1
4pi
δM0
e logo, se escrevermos a equac¸a˜o (3.64) na sua forma expl´ıcita encontramos
J01 (q) = (4pi)
2F1(q
2)
√
′p +mnc2
2′p
∑
κmL
√
2L+ 1
4pi
iL−le−iδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′)
+ 〈κm|YL0|κ′m′〉 [〈gκ|jL(qr)|gκ′〉+ 〈fκ|jL(qr)|fκ′〉] , (3.65)
onde usamos explicitamente a expressa˜o (3.26) com gκ′(r) = Gnκt(r) e fκ′(r) = Fnκt(r)
e a expressa˜o (3.18).
Na equac¸a˜o acima, bem como nas equac¸o˜es que se seguem, utilizamos as seguintes
notac¸o˜es para as integrais angulares e radiais, respectivamente,
〈κm|A|κ′m′〉 ≡
∫
dΩrY†κm(rˆ)A(rˆ)Yκ′m′(rˆ) (3.66)
e
〈φκ|jL(qr)|χκ′〉 ≡
∫
drjL(qr)φκ(r)χκ′(r), (3.67)
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onde A(rˆ) e´ uma func¸a˜o qualquer das coordenadas angulares e jL(qr) e´ a func¸a˜o de
Bessel esfe´rica de ordem L. As integrais angulares possuem soluc¸a˜o anal´ıtica e suas
expresso˜es sa˜o encontradas no apeˆndice B.
Para a segunda integral em (3.63), temos
J02 (q) = F2(q
2)
κ~c
2mnc2
∫
d3r
(
qeiq·r
) · (ψfαψi)
= F2(q
2)
κ~c
2mnc2
∫
d3r
(
qeiq·r
) · [φ†fσχi − χ†fσφi]. (3.68)
Usando agora a expansa˜o (3.53) obtemos
J02 (q) =− F2(q2)
κ~c
2mnc2
|q|(4pi)2
√
′p +mnc2
8pi′p
∑
κmL
i−le−iδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′)
{√L+ 1iL+1[i〈κm|σ ·Y0LL+1| − κ′m′〉〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉
+ i〈−κm|σ ·Y0LL+1|κ′m′〉〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉]
+
√
LiL+1[i〈−κm|σ ·Y0LL−1|κ′m′〉〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉
+ i〈−κm|σ ·Y0LL−1|κ′m′〉〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉]}. (3.69)
Reescrevendo as integrais angulares do tipo 〈κm|σ · YMJL|κ′m′〉 em termos de
integrais do tipo 〈κm|YLM |κ′m′〉 (apeˆndice B) encontramos que
J02 (q) = F2(q
2)
κ~c
2mnc2
|q|(4pi)2
√
′p +mnc2
8pi′p
∑
κmL
iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′)
〈κm|YL0|κ′m′〉√
2L+ 1{
(κ− κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉+ (−κ+ κ′ + J + 1)〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉
+ (κ− κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉+ (−κ+ κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉
}
. (3.70)
e, logo, podemos escrever a densidade de carga de transic¸a˜o no espac¸o de momentum
como
J0(q) = (4pi)2
√
′p +mnc2
2′p
∑
κmL
√
2L+ 1
4pi
iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′)
+ 〈κm|YL0|κ′m′〉
{
F1(q
2) [〈gκ|jL(qr)|gκ′〉+ 〈fκ|jL(qr)|fκ′〉] + F2(q2) κ~c
2mnMc2
|q| 1
2L+ 1[
(κ− κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉+ (−κ+ κ′ + L+ 1)〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉
+ (κ− κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉+ (−κ+ κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉
]}
. (3.71)
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3.4.2 Ca´lculo de J±(q)
Nesta sec¸a˜o calculamos as componentes transversais (J±(q)) da densidade de corrente.
Comec¸amos obtendo o operador de corrente Ĵ(q̂). Usando µ 6= 0 em (3.39) temos
Ĵ(q̂) = F1(q
2)γ + F2(q
2)
iκ~c
2mnc2
3∑
i=1
σiν q̂νei (3.72)
e logo, se escrevermos as matrizes σiν e o quadri-vetor qν na sua forma expl´ıcita,
Ĵ(q̂) = F1(q
2)γ + F2(q
2)
κq0~c
2mnc2
α+ F2(q
2)
iκ~c
2mnc2
Σ× q̂. (3.73)
Calculando o elemento de matriz usando as func¸o˜es de onda inicial e final do nucleon
espalhado obtemos que
J(r) = F1(q
2)ψfγψi + F2(q
2)
κq̂0~c
2mnc2
ψfαψi + F2(q
2)
iκ~c
2mnc2
ψfΣ× q̂ψi. (3.74)
Escrevendo os dois primeiros termos usando (3.57) e (3.58) e as matrizes γ e Σ (ver
apeˆndice A) em termos das matrizes σ de Pauli chegamos em
J1(r) = φ
†
fσχi
[
F1(q
2) + F2(q
2)
κ~cq0
2Mc2
]
+ χ†fσφi
[
F1(q
2)− F2(q2)κ~cq0
2Mc2
]
, (3.75)
ou de forma compacta,
J1(r) = k1φ
†
fσχi + k2χ
†
fσφi (3.76)
onde k1 e k2 sa˜o facilmente identificados.
Fazendo o mesmo para o terceiro termo em (3.74), com q = i(
←−∇ +−→∇), obtemos
J2(r) = k3∇× [φ†fσφi − χ†fσχi], (3.77)
onde definimos k3 = F2(q
2) κ~c
2mnc2
.
Tomando a transformada de Fourier de J(r) e fazendo a projec¸a˜o nas componentes
transversais usando (3.52) encontramos as componentes transversas da densidade de
correntes no espac¸o de momentum. Elas sa˜o
Jλ(q) =
∫
d3reqλe
iq·r · J(r) = J1λ(q) + J2λ(q), onde λ = ±1 (3.78)
e J1λ(q) e J2λ(q) sa˜o as projec¸o˜es em eqλ das transformadas de Fourier de J1(r) e
J2(r), respectivamente.
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Utilizando algumas propriedades de harmoˆnicos esfe´ricos e func¸o˜es de Bessel
(Apeˆndice B) a expansa˜o (3.53) para eqλe
iq·r se torna
eqλe
iq·r = −
√
2pi
∑
L≥1
iL
√
2L+ 1
{
λjL(qr)Y
λ
LL(rˆ)
− i
√
L
2L+ 1
jL+1(qr)Y
λ
LL+1(rˆ) + i
√
L+ 1
2L+ 1
jL−1(qr)YλLL−1(rˆ)
}
. (3.79)
Assim, para J1λ(q) temos
J1λ(q) = −
√
2pi
∑
L≥1
iJ
√
2L+ 1
{
λ
[
k1
∫
d3rjL(qr)φ
†
fσ ·YλLLχi
+ k2
∫
d3rjL(qr)χ
†
fσ ·YλLLφi
]
− i
√
L
2L+ 1
[
k1
∫
d3rjL+1(qr)φ
†
fσ ·YλLL+1χi
+ k2
∫
d3rjL+1(qr)χ
†
fσ ·YλLL+1φi
]
+ i
√
L+ 1
2L+ 1
[
k1
∫
d3jL−1(qr)φ
†
fσ ·YλLL−1χi
+ k2
∫
d3rjL−1(qr)χ
†
fσ ·YλLL−1φi
]}
, (3.80)
e, escrevendo explicitamente as componentes das func¸o˜es de onda,
J1λ(q) = −4pi
√
2pi
√
′p +mnc2
2′p
∑
κm,L≥1
√
2L+ 1iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′){
iλ
[
k1〈gκ|jL(qr)|fκ′〉〈κm|σ ·YλLL| − κ′m′〉 − k2〈fκ|jL(qr)|gκ′〉〈−κm|σ ·YλLL|κ′m′〉
]
+
√
L
2L+ 1
[
k1〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉〈κm|σ ·YλLL+1| − κ′m′〉 − k2〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉
〈−κm|σ ·YλLL+1|κ′m′〉
]
+
√
L+ 1
2L+ 1
[
− k1〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉〈κm|σ ·YλLL−1| − κ′m′〉
+ k2〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉〈−κm|σ ·YλLL−1|κ′m′〉
]}
, (3.81)
o que implica em
J1λ(q) = −4pi
√
2pi
√
′p +mnc2
2′p
∑
κm,L≥1
√
2L+ 1
L(L+ 1)
iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′){
− iλ〈κm|YLλ| − κ′m′〉
[
k1(κ+ κ
′)〈gκ|jL(qr)|fκ′〉+ k2(κ+ κ′)〈fκ|jL(qr)|gκ′〉
]
+ 〈κm|YLλ|κ′m′〉[
L
2L+ 1
(
k1(κ− κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉 − k2(−κ+ κ′ + L+ 1)〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉
)
+
L+ 1
2L+ 1
(
− k1(κ− κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉+ k2(−κ+ κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉
)]}
.
(3.82)
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Para J2λ(q) temos
J2λ(q) = k3
∫
d3reqλe
iq·r ·∇× [φ†fσφi − χ†fσχi], (3.83)
e assim,
J2λ(q) = k3
∫
d3r[φ†fσφi − χ†fσχi] · (∇× (eqλeiq·r))
+ k3
∫
d3r∇ · ([φ†fσφi − χ†fσχi]× (eqλeiq·r)). (3.84)
Utilizando o teorema do divergente e o fato que a func¸a˜o de onda inicial e´ nula a partir
de um determinado raio vemos que a segunda integral e´ nula e, logo, na˜o contribui
para J2λ(q). Aplicando o rotacional na expansa˜o (3.79) temos (para λ = ±1)
∇× (eqλeiq·r) = qλeqλeiq·r = −
√
2pi
∑
L≥1
iL
√
2L+ 1
{
qjL(qr)Y
λ
LL(rˆ)
+ iλq
[
−
√
L
2L+ 1
jL+1(qr)Y
λ
LL+1(rˆ) +
√
L+ 1
2L+ 1
jL−1(qr)YλLL−1(rˆ)
]}
. (3.85)
e, logo,
J2λ(q) = −k3q
√
2pi
∑
L≥1
iL
√
2L+ 1
{[∫
d3rjL(qr)φ
†
fσ ·YλLLφi
−
∫
d3rjL(qr)χ
†
fσ ·YλLLχi
]
− iλ
√
L
2L+ 1
[ ∫
d3rjL+1(qr)φ
†
fσ ·YλLL+1φi
−
∫
d3rjL+1(qr)χ
†
fσ ·YλLL+1χi
]
+ iλ
√
L+ 1
2L+ 1
[ ∫
d3jL−1(qr)φ
†
fσ ·YλLL−1φi
−
∫
d3rjL−1(qr)χ
†
fσ ·YλLL−1χi
]}
. (3.86)
Escrevendo as func¸o˜es de onda explicitamente e separando as integrais radiais e angu-
lares
J2λ(q) = −4pi
√
2pi
√
′p +mnc2
2′p
k3q
∑
κm,L≥1
√
2L+ 1iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′){[
〈gκ|jL(qr)|gκ′〉〈κm|σ ·YλLL|κ′m′〉 − 〈fκ|jL(qr)|fκ′〉〈−κm|σ ·YλLL| − κ′m′〉
]
− iλ
√
L
2L+ 1
[
〈gκ|jL+1(qr)|gκ′〉〈κm|σ ·YλLL+1|κ′m′〉 − 〈fκ|jL+1(qr)|fκ′〉
〈−κm|σ ·YλLL+1| − κ′m′〉
]
+ iλ
√
L+ 1
2L+ 1
[
〈gκ|jL−1(qr)|gκ′〉〈κm|σ ·YλLL−1|κ′m′〉
− 〈fκ|jL−1(qr)|fκ′〉〈−κm|σ ·YλLL−1| − κ′m′〉
]}
, (3.87)
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o que implica que
J2λ(q) = −4pi
√
2pi
√
′p +mnc2
2′p
k3q
∑
κm,L≥1
√
2L+ 1
L(L+ 1)
iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆf ){
〈κm|YLλ|κ′m′〉
[
(κ′ − κ)〈gκ|jL(qr)|gκ′〉+ (κ′ − κ)〈fκ|jL(qr)|fκ′〉
]
− iλ〈κm|YLλ| − κ′m′〉[
L
2L+ 1
(
(κ+ κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|gκ′〉 − (−κ− κ′ + L+ 1)〈fκ|jL+1(qr)|fκ′〉
)
L+ 1
2L+ 1
(
− (κ+ κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|gκ′〉+ (−κ− κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|fκ′〉
)]}
.
(3.88)
Juntando esse resultado com o resultado para J1λ(q) obtemos as componentes
transversas para a densidade de corrente de transic¸a˜o do nu´cleo, na aproximac¸a˜o de
Hartree:
Jλ(q) = −4pi
√
2pi
√
′p +mnc2
2′p
∑
κm,L≥1
√
2L+ 1
L(L+ 1)
iL−leiδ
∗
κ〈lml 1
2
ms|jm〉Y ∗lml(pˆ′){
− iλ〈κm|YLλ| − κ′m′〉
[
[k1(κ+ κ
′)〈gκ|jL(qr)|fκ′〉+ k2(κ+ κ′)〈fκ|jL(qr)|gκ′〉]
+ k3q
L
2L+ 1
(
(κ+ κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|gκ′〉 − (−κ− κ′ + L+ 1)〈fκ|jL+1(qr)|fκ′〉
)
+ k3q
L+ 1
2L+ 1
(
− (κ+ κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|gκ′〉+ (−κ− κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|fκ′〉
)]
+ 〈κm|YLλ|κ′m′〉
[
− k3q
(
(κ− κ′)〈gκ|jL(qr)|gκ′〉+ (κ− κ′)〈fκ|jL(qr)|fκ′〉
)
+
L
2L+ 1
(
k1(κ− κ′ + L+ 1)〈gκ|jL+1(qr)|fκ′〉 − k2(−κ+ κ′ + L+ 1)〈fκ|jL+1(qr)|gκ′〉
)
+
L+ 1
2L+ 1
(
− k1(κ− κ′ − L)〈gκ|jL−1(qr)|fκ′〉+ k2(−κ+ κ′ − L)〈fκ|jL−1(qr)|gκ′〉
)]}
.
(3.89)
Cap´ıtulo 4
Resultados e Concluso˜es
Neste cap´ıtulo mostramos alguns resultados obtidos com nosso modelo para o espalha-
mento (e, e′p). Comec¸amos comparando os resultados obtidos para algumas grandezas
f´ısicas na aproximac¸a˜o de Hartree para o modelo de Walecka, com valores experimen-
tais das mesmas. Isso e´ feito para testar o grau de confiabilidade do nosso modelo para
as func¸o˜es de onda dos nucleons ligados.
Em seguida, calculamos as densidades de corrente para o espalhamento (e, e′p)
bem como a sec¸a˜o de choque para dois nu´cleos de camada fechada (16O e 40Ca). Faze-
mos isso em diferentes condic¸o˜es cinema´ticas e discutimos os resultados obtidos.
4.1 Resultados para a Aproximac¸a˜o de Hartree
Como vimos no cap´ıtulo anterior as equac¸o˜es para os campos mesoˆnicos e para as
func¸o˜es de onda dos nucleons do nu´cleo dependem de sete paraˆmetros do modelo, a
massa dos nucleons e as massas e constantes de acoplamento dos treˆs me´sons. Os
paraˆmetros que utilizamos sa˜o os mesmos da refereˆncia [11].
Treˆs desses paraˆmetros, a massa mn dos nucleons e as massas mω e mρ dos
me´sons vetorial ω e isovetorial ρ, sa˜o dados por seus respectivos valores experimentais:
mn = 939MeV/c
2, mω = 783MeV/c
2 e mρ = 770MeV/c
2.
Os valores das constantes de acoplamento do modelo sa˜o dados de maneira a
reproduzir algumas propriedades da mate´ria nuclear. Eles sa˜o escolhidos de maneira
que, para a densidade de saturac¸a˜o da mate´ria nuclear, reproduzimos a energia de
ligac¸a˜o por nucleon a1 = 15.75MeV e a energia de simetria por nucleon a4 = 35MeV .
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Essas duas energias esta˜o bem definidas no limite de infinitos ba´rions na formula semi-
emp´ırica de massa
E = −a1A+ a2A2/3 + a3 Z
2
A1/3
+ a4
(N − Z)2
A
. (4.1)
A massa do me´son escalar σ determina o alcance da interac¸a˜o atrativa que
mante´m o nu´cleo coeso e afeta principalmente o comportamento da densidade na su-
perf´ıcie nuclear e sua espessura. A escolha de mσ = 520MeV/c
2 e´ feita de maneira a
reproduzir o raio quadra´tico me´dio de carga do 40Ca.
Na tabela 4.1 temos os paraˆmetros utilizados no modelo e na tabela 4.2 temos
algumas comparac¸o˜es dos valores de algumas grandezas f´ısicas obtidas com o modelo
e seus valores experimentais.
me´son massa(MeV/c2) g2
σ 520 109.63
ω 783 190.43
ρ 770 65.23
Tabela 4.1: Paraˆmetros utilizados na aproximac¸a˜o de Hartree
Na tabela 4.2 temos uma comparac¸a˜o entre os valores do modelo para o raio
quadra´tico me´dio (r.m.s.) da distribuic¸a˜o de carga (rch). O r.m.s. da distribuic¸a˜o de
cargas foi calculado usando que rch =
√
r2p + 0.8
2 onde rp e´ o raio da distribuic¸a˜o de
pro´tons e 0.8 e´, aproximadamente, o raio do pro´ton[20]. Nessa mesma tabela temos
uma comparac¸a˜o da energia de ligac¸a˜o por nucleon, com valores experimentais.
Raio da distribuic¸a˜o de Carga Energia de ligac¸a˜o
rch ≡ 〈r2ch〉1/2 (fm) por Nucleon (MeV )
Aprox. de Hartree experimental Aprox. de Hartree experimental
16O 2.75 2.73 4.89 7.98
40Ca 3.48 3.48 6.30 8.45
Tabela 4.2: Raios Nucleares e Energia de Ligac¸a˜o por Nucleon
Nota-se que, embora existam na literatura parametrizac¸o˜es diferentes ou mesmo
sofisticac¸o˜es do modelo de Walecka que fornecem valores melhores para a energia de
ligac¸a˜o por nucleon, os resultados acima sa˜o bastante razoa´veis e nos da˜o um mı´nimo
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de confiabilidade para a func¸a˜o de onda do nucleon ligado, o que e´ suficiente para
nossos propo´sitos aqui.
4.2 Densidades de Corrente e Sec¸a˜o de Choque
Ao discutir a obtenc¸a˜o das densidades de corrente e da sec¸a˜o de choque nos cap´ıtulos
anteriores, vimos que essas grandezas dependem de va´rios paraˆmetros cinema´ticos da
reac¸a˜o. Como temos va´rias maneiras de montar um experimento para obter essas
grandezas, por convenieˆncia, fixamos alguns paraˆmetros da reac¸a˜o e calculamos as
grandezas desejadas em func¸a˜o de alguma outra na˜o fixada.
Nesse trabalho discutiremos as duas maneiras mais comuns de se extrair as den-
sidades de corrente e a sec¸a˜o de choque da reac¸a˜o. Elas sa˜o conhecidas por cinema´tica
paralela e cinema´tica quasi-perpendicular, ou cinema´tica ω − q fixos.
As duas teˆm em comum o fato de fixarmos as energias inicial e e final 
′
e do
ele´tron espalhado e, logo, a energia ω transferida para o sistema nuclear. Ale´m disso
fixa-se tambe´m a energia ′p e, assim, o momentum final do pro´ton arrancado |p′|.
Fixando essas quantidades medimos as grandezas desejadas em func¸a˜o do mo-
mentum inicial p do nucleon arrancado. A escolha poderia ter sido feita para obter a
grandeza relevante em func¸a˜o de outro paraˆmetro, mas fizemos a escolha por p pois
desta maneira obtemos informac¸o˜es sobre a func¸a˜o de onda do nucleon espalhado em
seu estado ligado de maneira mais direta.
A diferenc¸a entre as duas cinema´ticas esta´ no fato de que na cinema´tica paralela
o momentum ~q transferido e o momentum final p′ do nucleon arrancado sa˜o paralelos
e, logo, podemos obter a sec¸a˜o de choque em func¸a˜o de p simplesmente variando o
mo´dulo do momentum transferido ~q, tal que p = |p′| − ~|q|. Experimentalmente isso
e´ feito variando o aˆngulo θe de espalhamento do ele´tron. Nessa cinema´tica os aˆngulos
θp e φp sa˜o fixos em 0
o e os termos de interfereˆncia das densidades de corrente, wtl e
wtt, na˜o contribuem para a sec¸a˜o de choque.
Na cinema´tica quasi-perpendicular, ale´m de e, 
′
e e |p′|, fixa-se tambe´m q. Enta˜o,
para se obter a sec¸a˜o de choque em func¸a˜o do momentum inicial p do nucleon arran-
cado varia-se o aˆngulo θp entre o momentum transferido ~q e o momentum do nucleon
arrancado p′. Notamos aqui que, como ~q e p′ na˜o sa˜o paralelos, podemos ter espalha-
mento do nucleon para fora do plano determinado por k e k′, i.e., φp 6= 0o. Isso implica
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que, ao especificar as grandezas medidas em func¸a˜o de p, devemos especificar tambe´m
o aˆngulo φp do espalhamento. Como o espalhamento fora do plano foi pouco estudado
ate´ os dias de hoje, temos apenas duas opc¸o˜es para φp, respectivamente φp = 0
o e
φp = 180
o. Aqui seguimos a convenc¸a˜o de [21], ou seja, p e´ um nu´mero cujo mo´dulo
coincide com o mo´dulo de p e tal que, p < 0 para φp = 0
o e p > 0 para φp = 180
o.
Nas comparac¸o˜es que se seguem usamos tambe´m |p′| = ~|q|, pois existem mais dados
experimentais para espalhamentos satisfazendo essas condic¸o˜es.
Inicialmente mostramos comparac¸o˜es com resultados experimentais para sec¸a˜o
de choque obtida para duas energias e momentum transferido diferentes de pro´tons
arrancados de um mesmo n´ıvel na cinema´tica quasi-perpendicular. Cada uma delas e´
obtida de quatro maneiras diferentes e mostrada em escala linear e logar´ıtmica. Isso
e´ feito para se analisar os efeitos de se incluir ou na˜o o potencial Coulombiano dos
pro´tons, QHD-II e QHD-I, respectivamente e de se utilizar ondas planas (PWIA) ou
distorcidas (DWIA) para descrever o pro´ton espalhado.
As comparac¸o˜es foram feitas para pro´tons arrancados do estado 1p1/2 do 16O
para energias cine´ticas do pro´ton arrancado de 98 MeV (figura 4.1) e 433 MeV (figura
4.2). Na primeira figura os resultados que obtivemos foram multiplicados por 0.35
a fim de coincidirem quantitativamente com os dados experimentais de Saclay [22].
Explicaremos esse fato mais a` frente.
Podemos notar pelas figuras 4.1 e 4.2 que na˜o ha´ muita diferenc¸a quantitativa
ou qualitativa em se utilizar QHD-I ou QHD-II. Esse era um resultado esperado, pois,
a inclusa˜o ou na˜o do potencial Coulombiano pouco altera as func¸o˜es de onda dos nu-
cleons ligados e espalhados. A maior diferenc¸a nas sec¸o˜es de choque aparecem quando
inclu´ımos os efeitos de distorc¸a˜o na func¸a˜o de onda do pro´ton. Para momentos iniciais
mais baixos do pro´ton espalhado (p . 100 MeV/c) a diferenc¸a e´ apenas quantitativa,
quando usamos a PWIA os mı´nimos de difrac¸a˜o sa˜o mais acentuados, mas para mo-
mentos mais altos (p ' 400 MeV/c) temos uma grande diferenc¸a qualitativa tambe´m
para as sec¸o˜es de choque obtidas: ale´m de mı´nimos mais acentuados o comporta-
mento para momentum transferido alto e´ bastante diferente nos dois casos. Apesar de
quantitativamente o resultado da PWIA para energias altas estar pro´ximo dos dados
experimentais e a diferenc¸a entre a QHD-I e a QHD-II ser pequena, fizemos os demais
ca´lculos neste trabalho usando QHD-II e ondas distorcidas (DWIA).
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4.2.1 16O(e, e′p)15N
Comec¸amos apresentando algumas comparac¸o˜es com dados experimentais para os fa-
tores de forma obtidos na cinema´tica quasi-perpendicular para pro´tons arrancados dos
n´ıveis 1p1/2 e 1p3/2 na reac¸a˜o 16O(e, e′p)15N (figuras 4.3 e 4.4). Isto e´ poss´ıvel uma
vez que, usando a dependeˆncia cinema´tica da sec¸a˜o de choque, podemos separar ex-
perimentalmente tais fatores de forma de maneira semelhante ao que chamamos no
espalhamento inclusivo de ele´trons de separac¸a˜o de Rosembluth.
Apesar das duas comparac¸o˜es terem sido feitas para faixas de energias do ele´tron
incidente e do nucleon arrancado bem diferentes, podemos verificar certas similaridades
entre as duas.
Nas comparac¸o˜es podemos ver que a u´nica das componentes das densidades de
corrente que tem certa concordaˆncia quantitativa e qualitativa com o valor experimental
e´ a “longitudinal”, wl +
vtt
vl
wtt. Aqui falamos tambe´m em concordaˆncia qualitativa
(apesar da escassez de pontos na comparac¸a˜o com os dados de [21]), pois, mesmo
modelos bastante diferentes[23, 24] do nosso mostram que o comportamento qualitativo
na˜o foge muito do que obtivemos. Aqui as componentes wl e wtt foram adicionadas,
pois na cinema´tica perpendicular na˜o e´ poss´ıvel medi-las separadamente. Nos referimos
a essa componente como longitudinal, pois, em ambos os casos, a parte longitudinal
representa mais de 90% do valor total.
As componentes transversais wT e wTL parecem ter o seu comportamento qualita-
tivo bem descrito pelo modelo, mas seus valores esta˜o superestimados de ate´ um fator
4 em alguns casos. De acordo com a refereˆncia [24] o comportamento da componente
wTL e´ o mais dependente do modelo utilizado para descrever o estado final do nucleon
arrancado. Podemos perceber isso olhando nas figuras 4.3 e 4.4 as comparac¸o˜es dos
resultados que obtivemos para essa componente com os resultado de Debruyne[24] e
Mokhtar [23].
Com a finalidade de comparar nossos resultados com a maioria dos resultados
apresentados na literatura conve´m nesse ponto definir o que chamamos de sec¸a˜o de
choque reduzida. A sec¸a˜o de choque reduzida e´ definida como
ρ =
1
σep
1
|p′|c′p
d5σ
d′edΩe′dΩp′
(4.2)
onde σep e´ a sec¸a˜o de choque ele´tron-pro´ton. Na˜o existe maneira u´nica de definir σep,
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enta˜o, aqui utilizamos a convenc¸a˜o de De Forest [26]:
σcc1ep = σM
(
vlwC + vtwT −
√
2vtlwI cosφ+ (vt + vtt(1− 2 cos2 φ)wS)
)
(4.3)
onde
wC =
1
4′p
[
(′p + )
2(F 21 +
Q
2
4m2nc
2
κ2F 22 )− q2(F1 + κF2)2
]
, (4.4a)
wT =
Q
2
2′p
(F1 + κF2)
2, (4.4b)
wI =
|p′|2 sin2 θ
′p
(F 21 +
Q
2
4m2nc
2
κ2F 22 ) (4.4c)
wS = −|p
′| sin θ
′p
(′p + )(F
2
1 +
Q
2
4m2nc
2
κ2F 22 ). (4.4d)
Acima definimos  =
√
(p′ − q)2 +m2nc4 e Q2 = q2 − (′p − )2 e lembramos que F1 e
F2 sa˜o os fatores de forma do nucleon definidos na sec¸a˜o 3.3.1.
Como exemplos mostramos nossos resultados para pro´tons arrancados dos es-
tados 1p1/2 e 1p3/2 do 16O na cinema´tica paralela (figura 4.6) e do estado 1p1/2,
tambe´m do 16O, na cinema´tica quasi-perpendicular (figura 4.5). Comparamos nossos
resultados da cinema´tica paralela com os dados experimentais da refereˆncia [27] e da
cinema´tica quasi-perpendicular com os dados da refereˆncia [22] e, ale´m disso, compara-
mos alguns desses resultados com resultados obtidos por outros modelos. Em nossas
comparac¸o˜es notamos que os comportamentos que obtivemos para as sec¸o˜es de choque,
reduzida ou na˜o, eram bastante parecidos com o comportamento descrito pelos dados
experimentais, mas, que suas magnitudes estavam, na maioria dos casos analisados, su-
perestimadas. Os modelos com os quais comparamos nossos resultados tambe´m sofrem
do mesmo problema. Por esse motivo as sec¸o˜es de choque que mostramos nas figuras
esta˜o multiplicadas pelo fator que melhor as ajustam aos dados experimentais. Esses
fatores sa˜o os nu´meros em pareˆnteses ao lado das legendas.
Assumindo que a aproximac¸a˜o de ondas planas para o ele´tron e´ va´lida, podemos
fazer duas hipo´teses a respeito das diferenc¸as observadas. Uma das maneiras e´ dizer
que esse fato ocorre por estarmos usando os mesmos potenciais gerados pelos nucleons
ligados para determinar o estado do nucleon espalhado. Como discutimos no cap´ıtulo
anterior, esses na˜o sa˜o os mais adequados para fazer tal descric¸a˜o por na˜o levarem em
conta os termos de absorc¸a˜o e o fato dos potenciais nucleares serem dependentes da
energia do nucleon.
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Outra raza˜o poss´ıvel seria que a probabilidade de ocupac¸a˜o do estado inicial do
pro´ton antes de ser espalhado e´ menor do que 1. Assim, para obter a magnitude
correta da sec¸a˜o de choque ter´ıamos que multiplica´-la pela probabilidade de ocupac¸a˜o
do estado em questa˜o. Podemos explicar isso melhor se lembrarmos que, ao fazer a
aproximac¸a˜o de Hartree para o modelo de Walecka, obtivemos que todos os estados ate´
o n´ıvel de Fermi esta˜o ocupados (probabilidade de ocupac¸a˜o 1) e que os demais estados
esta˜o vazios (probabilidade de ocupac¸a˜o nula). Desta maneira, poder´ıamos explicar
a discrepaˆncia dizendo que existem estados ocupados ale´m do n´ıvel de Fermi e que,
enta˜o, a probabilidade de ocupac¸a˜o dos estados abaixo desse n´ıvel e´ menor que 1, sendo
a probabilidade de ocupac¸a˜o do estado dada pelo fator Nα que multiplicar´ıamos a sec¸a˜o
de choque afim de ajusta´-la aos dados experimentais. Uma das hipo´teses mais aceitas
recentemente e´ que esses n´ıveis ale´m do n´ıvel de Fermi surgem devido a interac¸o˜es de
curto alcance (short-range correlations) entre os nucleons do nu´cleo [23, 28]. Portanto,
os desvios para a ocupac¸a˜o dos n´ıveis abaixo do n´ıvel de Fermi serviriam como uma
medida da validade da aproximac¸a˜o de campo me´dio[28].
A multiplicac¸a˜o da sec¸a˜o de choque pela probabilidade de ocupac¸a˜o do estado e´
tambe´m feita em modelos para o espalhamento (e, e′p) que utilizam potenciais o´pticos
[23, 27, 29], pois esses tambe´m superestimam os valores da sec¸a˜o de choque.
Na tabela 4.3 temos uma comparac¸a˜o dos fatores de ocupac¸a˜o que obtivemos com
os fatores respectivos das refereˆncias [23] e [27]. Os trabalhos com os quais comparamos
os resultados na˜o utilizam um u´nico potencial para descrever o nucleon espalhado e,
por isso, como o valor obtido para o fator de ocupac¸a˜o depende do potencial utilizado,
na˜o temos um valor u´nico para os mesmos. Aqui colocamos apenas o maior e o menor
valor obtido para tais fatores.
Estado Cinema´tica Nosso trabalho Refereˆncia [27] Refereˆncia [23]
(n l j)
1p1/2 quasi-perpendicular 0.35 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0.50 - 0.58
1p1/2 paralela 0.40 0.610 - 0.635 0.80
1p3/2 paralela 0.40 0.495 - 0.585 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Tabela 4.3: Comparac¸a˜o do nosso ca´lculo para as probabilidades de ocupac¸a˜o Nα dos
estados 1p1/2 e 1p3/2 do 16O com os obtidos por Mokhtar et al.[23] e Leuschner et
al.[27].
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Podemos notar pelos valores da tabela que os fatores de ocupac¸a˜o para o estado
1p1/2 que obtivemos sa˜o menores que os obtidos por outros ca´lculos em ambas as
cinema´ticas. O fato do fator de ocupac¸a˜o ser dependente da cinema´tica para o nosso
ca´lculo (assim como para o ca´lculo da refereˆncia [23]) nos leva a crer que as ocupac¸o˜es
parciais dos n´ıveis abaixo do n´ıvel de Fermi na˜o e´ o u´nico efeito causando a discrepaˆncia
entre os resultados e o experimento. Para o estado 1p3/2 obtivemos um valor bastante
pro´ximo ao obtido por um modelo que utiliza potenciais o´pticos, mas a concordaˆncia
aqui na˜o e´ ta˜o boa para momentum transferido baixo (p & 200 MeV/c). Nota-se que,
se os fatores apresentados na tabela acima representam a ocupac¸a˜o dos estados, estas
parecem muito diferentes do que se espera pelo modelo de camadas simples, ja´ que este
modelo reproduz bem va´rias propriedades me´dias nucleares.
Em seguida fizemos uma comparac¸a˜o para a sec¸a˜o de choque envolvendo energias
mais altas para o ele´tron e para o pro´ton arrancado afim de testar alguns dos limites
do modelo. Na figura 4.7 temos uma comparac¸a˜o da sec¸a˜o de choque obtida a par-
tir das densidades de corrente da figura 4.4 com os dados experimentais da refereˆncia
[21]. Para valores baixos do aˆngulo θp (|θp| < 10o ou |p| < 200 MeV/c) a sec¸a˜o de
choque e´ da mesma ordem de grandeza da medida. Os resultados de ca´lculos seme-
lhantes como os apresentados na refereˆncia [24] parecem apontar na mesma direc¸a˜o
(ver figura 4.7). Para aˆngulos mais altos (|θp| > 10o) nossos ca´lculos passam a su-
perestimar bastante o valor da sec¸a˜o de choque chegando a ultrapassa´-la em ate´ 10
vezes para θp ' 20o (|p| ' 350 MeV/c). Esse efeito parece ser causado principalmente
pelo fato de utilizarmos os mesmos potenciais para descrever os nucleons ligados e o
nucleon espalhado. Podemos chegar a essa conclusa˜o se olharmos para a regia˜o da
figura 4.7 em que o mo´dulo do momentum inicial p e´ alto (|p| > 200 MeV/c): ali
vemos que nosso ca´lculo e´ bastante pro´ximo do ca´lculo feito por Debruyne[24] usando
os potenciais gerados pelo nu´cleo inicial (sem potencial o´ptico), o qual na˜o descreve
ta˜o bem os dados experimentais quanto o ca´lculo que utiliza potenciais o´pticos. Aqui
na˜o utilizamos qualquer fator multiplicativo para acertar quantitativamente os picos
da sec¸a˜o de choque que obtivemos com os dados experimentais.
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4.2.2 40Ca(e, e′p)39K
Nesta sec¸a˜o fazemos algumas comparac¸o˜es de sec¸o˜es de choque reduzidas para a reac¸a˜o
40Ca(e, e′p)39K. Na figura 4.8 vemos nossos resultados para pro´tons arrancados dos
n´ıveis 1d3/2 e 2s1/2 nas cinema´ticas paralela e quasi-perpendicular. Todos os ca´lculos
sa˜o comparados com dados experimentais da refereˆncia [30].
Assim como no caso do 16O encontramos valores maiores que os experimentais
para a sec¸a˜o de choque (para ambos os n´ıveis e ambas as cinema´ticas) e, por isso, a
multiplicamos pelos fatores que as ajustam melhor aos dados experimentais. Na tabela
4.4 vemos os valores que obtivemos para os fatores de ocupac¸a˜o comparados com os
fatores obtidos a partir de outros ca´lculos apresentados na literatura.
Estado cinema´tica Nossos Resultados ReferEˆncia [29] Refereˆncia [28]
(n l j)
2s1/2 paralela 0.46 0.75 0.44 - 0.51
2s1/2 perpendicular 0.50 0.50 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
1d3/2 paralela 0.42 0.80 0.61 - 0.76
1d3/2 perpendicular 0.50 0.64 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
Tabela 4.4: Comparac¸a˜o do nosso ca´lculo para as probabilidades de ocupac¸a˜o Nα dos
estados 1d3/2 e 2s1/2 do 40Ca com os obtidos por Jin et al.[29] e Udias et al.[28].
Aqui notamos tambe´m que para pro´tons arrancados do n´ıvel 2s1/2 a sec¸a˜o de
choque so´ e´ bem reproduzida para valores do momentum inicial p . 100 MeV/c.
A partir do mı´nimo de difrac¸a˜o em p = 100MeV/c o modelo na˜o reproduz bem os
resultados e neste caso podemos inferir que, por se tratar de um nu´cleo com Z mais
alto, a aproximac¸a˜o de ondas planas para o ele´tron pode na˜o ser ta˜o confia´vel.
Novamente os fatores de ocupac¸a˜o dependem da cinema´tica, o que na˜o e´ deseja´vel.
Aqui tambe´m os valores para as ocupac¸o˜es dos n´ıveis sa˜o bem menores que o esperado
se levarmos em conta que a aproximac¸a˜o de Hartree descreve bem as propriedades
me´dias do 40Ca.
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4.3 Concluso˜es
Apo´s analisar os resultados para as densidades de carga e corrente de transic¸a˜o e para
a sec¸a˜o de choque e compara´-los com dados experimentais podemos tirar algumas
concluso˜es.
Nosso ca´lculo consegue reproduzir qualitativamente os dados para essas grandezas
quando as energias envolvidas na˜o sa˜o muito altas (Q2 < 0.4GeV 2/c2), sendo que o
resultado e´ melhor para nu´cleos mais leves. Para energias e aˆngulos altos (Q2 >
1GeV 2/c2 e θp > 10
o) nosso ca´lculo na˜o consegue descrever nem qualitativamente os
dados experimentais. Vimos tambe´m que tentando eliminar a discrepaˆncia atrave´s dos
fatores de ocupac¸a˜o dos estados do nu´cleo tambe´m na˜o resolve totalmente o problema,
ale´m do que os valores necessa´rios para isto sa˜o pouco realistas.
A fim de podermos obter concluso˜es mais firmes a respeito desta questa˜o, acre-
ditamos que o primeiro passo e´ melhorar a descric¸a˜o do nucleon final. Descric¸o˜es que
incluem os efeitos de absorc¸a˜o e da dependeˆncia da energia no potencial nucleon-nu´cleo
parecem indicar neste sentido, mas ainda na˜o sa˜o totalmente satisfato´rias. Evidente-
mente, se quisermos manter a consisteˆncia no tratamento do problema, tais efeitos
devem ser levados em conta tambe´m na obtenc¸a˜o da func¸a˜o de onda do nucleon li-
gado. Para isto devemos considerar correc¸o˜es de quarta ordem ou maiores ale´m da
aproximac¸a˜o de campo me´dio para a interac¸a˜o nucleon-nucleon[39].
Antes de adotarmos tal direc¸a˜o na tentativa de resolver o problema, podemos
pensar em outra alternativa talvez menos complicada e que na˜o foi aqui abordada.
Trata-se de averiguar o efeito que a hipo´tese de que o nu´cleo residual permanec¸a “con-
gelado” apo´s a emissa˜o do pro´ton, tem sobre as correntes de transic¸a˜o. A modificac¸a˜o
desta estrutura e a consequente modificac¸a˜o no potencial responsa´vel pela interac¸a˜o
com o nucleon emitido, podem ter um efeito sobre a sec¸a˜o de choque final que precisa
ser estimado.
Finalmente, se quisermos extender a ana´lise aqui feita para nu´cleos mais pesados,
incluindo-se a´ı o 40Ca, precisamos acrescentar as distorc¸o˜es na func¸a˜o de onda do ele´tron
devido a` sua interac¸a˜o com o potencial eletrosta´tico do nu´cleo.
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Figura 4.1: Comparac¸a˜o entre as sec¸o˜es de choque obtidas em diferentes aproximac¸o˜es
para pro´tons espalhados do n´ıvel 1p1/2 do 16O com e = 456 MeV e p
′ = 440 MeV/c.
Os dados experimentais sa˜o de Saclay [22]
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Figura 4.2: Comparac¸a˜o entre as sec¸o˜es de choque obtidas em diferentes aproximac¸o˜es
para pro´tons espalhados do n´ıvel 1p1/2 do 16O com e = 2440 MeV e p
′ = 1000 MeV/c.
Os dados experimentais sa˜o da refereˆncia [21]
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Figura 4.3: Densidades de corrente para o espalhamento 16O(e, e′p)15N comparadas
com os dados experimentais de [32] e os resultados de [23]. Os dados foram obtidos
na cinema´tica quasi-perpendicular com e = 456 MeV e p
′ = 440 MeV/c para pro´tons
arrancados dos n´ıveis 1p1/2 e 1p3/2.
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Figura 4.4: Densidades de corrente para o espalhamento 16O(e, e′p)15N comparadas
com os dados experimentais de [21] e os resultados de [24]. Os dados foram obtidos na
cinema´tica quasi-perpendicular com e = 2440 MeV e p
′ = 1000 MeV/c para pro´tons
arrancados dos n´ıveis 1p1/2 e 1p3/2.
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Figura 4.5: Sec¸a˜o de Choque reduzida para pro´tons espalhados do n´ıvel 1p1/2 na
reac¸a˜o 16O(e, e′p)15N. As curvas foram obtidas na cinema´tica quasi-perpendicular com
e = 456 MeV e p
′ = 440 MeV/c e comparadas com os dados de [22] e os resultados de
[23]. Os nu´meros entre pareˆnteses na legenda sa˜o os fatores de ocupac¸a˜o obtidos em
cada um dos modelos.
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Figura 4.6: Sec¸a˜o de Choque reduzida para pro´tons espalhados dos n´ıveis 1p1/2 e 1p3/2
na reac¸a˜o 16O(e, e′p)15N. As curvas foram obtidas na cinema´tica paralela com e = 456
MeV e p′ = 440 MeV/c e comparadas com os dados de [27] e os resultados de [23]. Os
nu´meros entre pareˆnteses na legenda sa˜o os fatores de ocupac¸a˜o obtidos em cada um
dos modelos para o estado 1s1/2.
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Figura 4.7: Sec¸a˜o de Choque para o espalhamento 16O(e, e′p)15N obtida com as densi-
dades de corrente da figura 4.4 e comparadas com os com os ca´lculos de [24] e os dados
de [21]. Os nu´meros entre pareˆnteses na legenda sa˜o os fatores de ocupac¸a˜o obtidos
em cada um dos modelos para os estados 1s1/2 e 1p3/2, respectivamente.
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Figura 4.8: Sec¸a˜o de Choque reduzida para pro´tons espalhados dos n´ıveis 1d3/2 e
2s1/2 na reac¸a˜o 40Ca(e, e′p)39K e comparada com os dados de [30]. Os paraˆmetros que
descrevem a cinema´tica da reac¸a˜o sa˜o e = 375 MeV e 
′
e = 275 MeV na cinema´tica
paralela e e = 375 MeV e θe = 83
o na cinema´tica quasi-perpendicular. As linhas cheias
representam os valores obtidos pelo nosso modelo enquanto as tracejadas sa˜o esses
valores multiplicados pelo fator de ocupac¸a˜o (nu´mero entre pareˆnteses nas legendas da
figura) que melhor ajusta o nosso resultado aos dados experimentais.
Apeˆndice A
Me´trica e Definic¸o˜es
Neste apeˆndice definimos algumas quantidades utilizados durante a dissertac¸a˜o.
Tensor me´trico:
gµν = g
µν =

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
 .
Coordenadas contra-variantes:
xµ = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z) = (ct,x).
Coordenadas covariantes:
xµ = gµνx
ν = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z) = (ct,−x).
Produto Escalar:
AµB
µ = Aµg
µνBν = A0B0 −A ·B.
Derivadas:
∂µ ≡ ∂
∂xµ
=
(
1
c
∂
∂t
,−−→∇
)
e ∂µ ≡ ∂
∂xµ
=
(
1
c
∂
∂t
,
−→∇
)
onde
−→∇ =
(
∂
∂x
,
∂
∂y
,
∂
∂z
)
A quadri-divergeˆncia de um quadrivetor:
∂µA
µ =
1
c
∂
∂t
A0 +
−→∇ · −→A
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e o operador D’Alambertiano:
 ≡ ∂µ∂µ = 1
c2
∂2
∂t2
−−→∇2.
A.1 Matrizes de Dirac
Convenc¸a˜o de ”Bjorken e Drell”(refereˆncia [6]) para as matrizes de Dirac.
Sejam I e 0 as matrizes 2× 2 identidade e nula, respectivamente, i.e.,
I =
 1 0
0 1
 e 0 =
 0 0
0 0
 .
enta˜o as matrizes de Dirac sa˜o
γ0 =
 I 0
0 −I
 e γi =
 0 σi
−σi 0
 , ou seja, γ =
 0 σ
−σ 0

onde σi (i = 1, 2, 3) sa˜o as matrizes de Pauli 1
σ1 =
 0 1
1 0
 , σ2 =
 0 −i
i 0
 , σ3 =
 1 0
0 −1
 .
As matrizes de Dirac obedecem as seguintes regras de anti-comutac¸a˜o
{γµ, γν} = 2gµνI4×4
onde I4×4 e´ a matriz identidade de dimensa˜o 4.
Definimos ainda as matrizes α, Σ e o tensor σµν em func¸a˜o das matrizes de Dirac.
α = γ0γ =
 0 σ
σ 0
 ,
Σ = γ5α =
 σ 0
0 σ

onde
γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =
 0 I
I 0

e o tensor anti-sime´trico σµν e´
σµν ≡ i
2
(γµγν − γνγµ).
Notac¸a˜o de Feynman:
/k ≡ γµkµ = γ0k0 − γ · k
1como σi na˜o e´ a parte espacial de um quadri-vetor na˜o e´ preciso distinguir σi de σi
Apeˆndice B
Harmoˆnicos Esfe´ricos e Func¸o˜es de
Bessel
Neste apeˆndice detalhamos as propriedades envolvendo harmoˆnicos esfe´ricos e func¸o˜es
de Bessel utilizadas no trabalho para a obtenc¸a˜o das densidades de corrente.
B.1 Harmoˆnicos Esfe´ricos
B.1.1 Definic¸a˜o
Os Harmoˆnicos Esfe´ricos sa˜o as soluc¸o˜es da parte angular da Equac¸a˜o de Laplace em
coordenadas esfe´ricas:[
1
sin θ
∂
∂θ
(
sin θ
∂
∂θ
)
+
1
sin2 θ
∂2
∂φ2
+ l(l + 1)
]
u(θ, φ) = 0, (B.1)
e tem sua forma geral dada por
Ylm(ϑ, ϕ) = e
imϕ
√
2l + 1
4pi
(l −m)!
(l +m)!
Pml (cosϑ) (B.2)
onde l ≥ 0 e m = −l,−l + 1, ..., 0, ..., l − 1, l.
A partir do Harmoˆnico Esfe´rico e dos coeficientes de Clebsch-Gordan definimos
os Harmoˆnicos Esfe´ricos Vetoriais:
YMJL(ϑ, ϕ) =
∑
m,σ
〈Lm1σ|JM〉YLm(ϑ, ϕ)eσ (B.3)
onde J ≥ 0, L = J, J ± 1 e M = −J,−J + 1, ..., 0, ..., J − 1, J .
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B.1.2 Derivadas de Harmoˆnicos Esfe´ricos
Gradiente
∇[f(r)YJM(ϑ, ϕ)] =
√
J
2J + 1
(
d
dr
+
J + 1
r
)
f(r)YMJJ−1(ϑ, ϕ)
−
√
J + 1
2J + 1
(
d
dr
− J
r
)
f(r)YMJJ+1(ϑ, ϕ) (B.4)
Divergente
∇ · [f(r)YMJJ+1(ϑ, ϕ)] = −
√
J + 1
2J + 1
(
d
dr
+
J + 2
r
)
f(r)YJM(ϑ, ϕ) (B.5a)
∇ · [f(r)YMJJ(ϑ, ϕ)] = 0 (B.5b)
∇ · [f(r)YMJJ−1(ϑ, ϕ)] =
√
J
2J + 1
(
d
dr
− J − 1
r
)
f(r)YJM(ϑ, ϕ) (B.5c)
Rotacional
∇× [f(r)YMJJ+1(ϑ, ϕ)] = i
√
J
2J + 1
(
d
dr
+
J + 2
r
)
f(r)YMJJ(ϑ, ϕ) (B.6a)
∇× [f(r)YMJJ(ϑ, ϕ)] = i
√
J
2J + 1
(
d
dr
− J
r
)
f(r)YMJJ+1(ϑ, ϕ)
+ i
√
J + 1
2J + 1
(
d
dr
+
J + 1
r
)
f(r)YMJJ−1(ϑ, ϕ) (B.6b)
∇× [f(r)YMJJ−1(ϑ, ϕ)] = i
√
J + 1
2J + 1
(
d
dr
− J − 1
r
)
f(r)YMJJ(ϑ, ϕ) (B.6c)
B.1.3 Integrais envolvendo Harmoˆnicos Esfe´ricos
Definindo rˆ = (ϑ, ϕ) e ∫
dΩ =
∫ 2pi
0
dϕ
∫ pi
0
dϑ sinϑ
temos as seguintes integrais angulares:
∫
Y ∗l1m1(rˆ)Yl2m2(rˆ)dΩ = δl1l2δm1m2 , (B.7)
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∫
YM1J1L1(rˆ) ·YM2J2L2(rˆ)dΩ = δJ1J2δL1L2δM1M2 , (B.8)
e ∫
Y†κm(rˆ)YLM(rˆ)Yκ′m′(rˆ)dΩ ≡ 〈κm|YLM |κ′m′〉 = (−1)m
′+m−11 + (−1)L+l′+l
2
×
√
(2j + 1)(2L+ 1)
4pi(2j′ + 1)
〈j −mLM |j′ −m′〉〈j 1
2
L0|j′1
2
〉. (B.9)
Utilizando as propriedades de momentum angular e matrizes σ
L · σYκm(rˆ) = −(1 + κ)Yκm(rˆ) e (σ · rˆ)Yκm(rˆ) = −Y−κm(rˆ), (B.10)
temos∫
Y†κm(rˆ)σ ·YMLL−1(rˆ)Yκ′m′(rˆ)dΩ =
κ+ κ′ − L√
L(2L+ 1)
〈κm|YLM | − κ′m′〉, (B.11a)
∫
Y†κm(rˆ)σ ·YMLL(rˆ)Yκ′m′(rˆ)dΩ =
κ′ − κ√
L(L+ 1)
〈κm|YLM |κ′m′〉, (B.11b)
∫
Y†κm(rˆ)σ ·YMLL+1(rˆ)Yκ′m′(rˆ)dΩ =
κ+ κ′ + L+ 1√
(L+ 1)(2L+ 1)
〈κm|YLM | − κ′m′〉, (B.11c)
onde Yκ′m′(rˆ) e´ o harmoˆnico esfe´rico spinorial definido pela equac¸a˜o (3.17). Observamos
que o resultado da segunda das treˆs integrais acima difere dos resultados das refereˆncias
[16] e [33] por um sinal negativo global.
B.2 Func¸o˜es de Bessel Esfe´ricas
B.2.1 Definic¸a˜o
As func¸o˜es de bessel esfe´ricas sa˜o as soluc¸o˜es da equac¸a˜o diferencial
z2
d2
dz2
w(z) + 2
d
dz
w(z) + (z2 − n(n+ 1))w(z) = 0 (B.12)
onde n = 0,±1,±2, ...
As soluc¸o˜es linearmente independentes, particulares para cada n, sa˜o a func¸a˜o de
bessel esfe´rica do primeiro tipo
jn(z) = z
n
(
−1
z
d
dz
)
sin z
z
(B.13)
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e a func¸a˜o de bessel esfe´rica do segundo tipo (func¸a˜o de Newman)
yn(z) = −zn
(
−1
z
d
dz
)
cos z
z
(B.14)
ou as duas func¸o˜es de bessel esfe´ricas do terceiro tipo (func¸o˜es de Hankel dos tipos 1 e
2):
h(1)n (z) = jn(z) + iyn(z) e h
(2)
n (z) = jn(z)− iyn(z). (B.15)
B.2.2 Relac¸o˜es envolvendo Func¸o˜es de Bessel Esfe´ricas
Se fn(z) e´ uma das func¸o˜es de bessel esfe´ricas (jn(z), yn(z), h
(1)
n (z) ou h
(2)
n (z)), enta˜o
ela obedece a`s seguintes relac¸o˜es de recorreˆncia
fn+1(z) + fn−1(z) =
2n+ 1
z
fn(z) (B.16a)
nfn−1(z)− (n+ 1)fn+1(z) = (2n+ 1) d
dz
fn(z) (B.16b)
(
n+ 1
z
+
d
dz
)
fn(z) = fn−1(z) (B.16c)
(
n
z
− d
dz
)
fn(z) = fn+1(z) (B.16d)
B.3 Harmoˆnicos Esfe´ricos e Func¸o˜es de Bessel Esfe´ricas
Podemos expandir a exponencial eiq·r em termos de harmoˆnicos esfe´ricos e func¸o˜es
esfe´ricas de Bessel como
eiq·r = 4pi
∑
λµ
iλjλ(qr)Y
∗
λµ(qˆ)Yλµ(rˆ) (B.17)
e uma onda plana, i.e., o produto de uma func¸a˜o ε(k) pela exponencial eik·r como
ε(k)eik·r = 4pi
∑
JLM
iLjL(kr)
{
ε(k) ·YM∗JL (kˆ)
}
YMJL(rˆ). (B.18)
Para o caso dos vetores eλ que definem a base esfe´rica ortonormal temos
eλe
ik·r = 4pi
∑
JLM
iLjL(kr)
{
〈L(M − λ)1λ|JM〉YLM−λ(kˆ)
}
YMJL(rˆ)
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e, se tomarmos k paralelo ao eixo-z
YLM−λ(kˆ) =
√
2L+ 1
4pi
δ0,M−λ
e, logo,
eλe
ik·r = 4pi
∑
JL
iLjL(kr)
√
2L+ 1
4pi
〈L01λ|Jλ〉YλJL(rˆ)
= 4pi
∑
J
iJ−1jJ−1(kr)
√
2J − 1
4pi
〈(J − 1)01λ|Jλ〉YλJJ−1(rˆ)
+iJjJ(kr)
√
2J + 1
4pi
〈J01λ|Jλ〉YλJJ(rˆ)
+iJ+1jJ+1(kr)
√
2J + 3
4pi
〈(J + 1)01λ|Jλ〉YλJJ+1(rˆ).
Desta forma encontramos; para λ = 0
e0e
ik·r = −
√
4pi
∑
J
iJ
√
2J + 1
i
k
∇[jJ(kr)YJλ(rˆ)], (B.19)
e para λ = ±1
e±1eik·r = −
√
2pi
∑
J≥1
iJ
√
2J + 1
[
λjJ(kr)Y
λ
JJ(rˆ) +
1
k
∇× (jJ(kr)YλJJ(rˆ))
]
. (B.20)
Apeˆndice C
Obtenc¸a˜o da Sec¸a˜o de Choque
C.1 Potencial de Møller
O potencial de Møller satisfaz a equac¸a˜o de Klein-Gordon cuja fonte e´ a quadri-corrente
eletroˆnica jµ(x), ou seja:
Aµ(x) = −4pi
c
jµ(x) = −4pi
c
[ecψ¯e
′
(x)γµψe(x)]
= −4pi
c
jµ(k, s; k
′, s′)ei(k
′−k)·x/~. (C.1)
A soluc¸a˜o e´ dada em termos da func¸a˜o de Green D(x− x′), ou seja
Aµ(x) =
4pi
c
∫
d(4)x′D(x− x′)jµ(x′). (C.2)
Atuando com o D’Alambertiano na equac¸a˜o (C.2) e comparando com (C.1) temos que
D(x− x′) = δ(4)(x− x′) (C.3)
e, logo, fazendo uma transformada de Fourier para D(x− x′)
D(x− x′) = 1
(2pi)4
∫
d(4)peip·(x−x
′)D(p) (C.4)
e aplicando o D’Alamberitano nessa transformada encontramos
D(x− x′) = δ(4)(x− x′) = − 1
(2pi)4
∫
d(4)peip·(x−x
′)p2D(p). (C.5)
onde p2 = pµp
µ. Pela definic¸a˜o da Delta de Dirac em quatro dimenso˜es
δ(4)(x− x′) = 1
(2pi)4
∫
d(4)peip·(x−x
′) (C.6)
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vemos que
D(p) = − 1
p2
= − 1
pµpµ
(C.7)
o que implica que o potencial de Møller
Aµ(x) =
4pi
c
∫
d(4)x′
1
(2pi)4
∫
d(4)peip·(x−x
′)
(
− 1
pνpν
)
jµ(x
′)
= −4pi
c
~2
(k′ − k)2 jµ(k, s; k
′, s′)ei(k
′−k)·x/~, (C.8)
ou seja,
Aµ(x) = −4pi
c
1
qνqν
jµ(k, s; k
′, s′)e−iq·x/~. (C.9)
C.2 Sec¸a˜o de Choque na Aproximac¸a˜o de Ondas
Planas
Como vimos no cap´ıtulo 2 a matriz de transic¸a˜o Sfi na aproximac¸a˜o de ondas planas
e´ dada por
Sfi = −ec
(
q2µ
|q|2u
′(k′)γ0u(k)〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉+ u′(k′)γu(k) · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉
)
(C.10)
ou, de maneira simplificada,
Sfi = −ecu′(k′) (V0γ0 −V · γ)u(k) = −ecu′(k′)/V u(k) (C.11)
onde V0 e V sa˜o identificados por comparac¸a˜o entre (C.11) e (C.10). Como estamos
trabalhando com ele´trons na˜o polarizados tiramos a me´dia nos spins iniciais e somamos
nos spins finais dos ele´trons incidente e espalhado∑
if
|Sfi|2 = e2c21
2
∑
ss′
|u′(k′, s′)/Ju(k, s)|2 (C.12)
onde /J =
∑
if,N
/V e onde o somato´rio agora e´ apenas sobre as projec¸o˜es dos estados
de momentum angular inicial e final do nu´cleo. Assim, temos que∑
if
|Sfi|2 = e2c21
2
∑
ss′
|u′(k′, s′)/Ju(k, s)|2
= e2c2
1
2
∑
ss′
u′†(k′, s′)γ0/Ju(k, s)u†(k, s)/J
†
γ0u
′(k′s′) (C.13)
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e, usando o truque de Casimir [7] para se avaliar esse tipo de soma, temos que:
∑
if
|Sfi|2 = e2c21
2
Tr
[
/J
/k
′
c+mec
2
2mec2
γ0/J
†
γ0
/kc+mec
2
2mec2
]
' e
2c4
2m2ec
4
[
(
Jµk′µ
)∗
(Jνkν) + (J
µkµ)
∗ (Jνk′ν)− (Jµ∗Jµ) (kνk′ν)] (C.14)
se desprezarmos a massa de repouso do ele´tron em relac¸a˜o a` sua energia total.
Separando as partes escalares e vetoriais dos quadri-momentum kµ e k
′
µ = kµ+~qµ
e do quadri-vetor Jµ temos que∑
if
|Sfi|2 = e2c2 c
2
2m2ec
4
[2Re[
(
J0k′0
)∗ (
J0k0
)
] + 2Re[(J · k′)∗ (J · k)]
− 2Re[(J0k0)∗ (J · k′) + (J0k′0)∗ (J · k)] + (k0k′0 − k · k′) (J∗ · J− J0∗J0)]
=
e2c2
2m2ec
4
[
(
e
′
e + c
2k · k′) |J0|2 + 2c2|k · J|2
+
(
e
′
e − c2k · k′
) |J|2 − 2c(e + ′e)Re (J0∗ (k · J))]. (C.15)
Logo, escrevendo J0 e J nas suas formas expl´ıcitas temos que a sec¸a˜o de choque
de espalhamento
d5σ
d′edΩe′dΩp′
=
(
4pie
~2qνqν
)2
mNc
2MA−1c2m2ec
4
(2pi)5~3c9A
|p′|c|k′|c
|k|c f
−1
rec
∑
if
|Sfi|2 (C.16)
e´ equivalente a
d5σ
d′edΩe′dΩp′
=
(
e2
~c
4pi
~2c2qνqν
)2
mNc
2MA−1c2
(2pi)5~cA
|p′|c|k′|c
|k|c f
−1
rec
1
2
∑
if,N
{(
e
′
e + c
2k · k′)( q2µ|q|2
)2
|〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉|2 +
(
e
′
e − c2k · k′
) |〈Ψf |ĴT |Ψi〉|2
+ 2|kc · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉|2 − 2
(
q2µ
|q|2
)
(e + 
′
e)Re
[
〈Ψi|Ĵ†0 |Ψf〉
(
kc · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉
)]}
,
(C.17)
lembrando que os somato´rios acima sa˜o apenas sobre os estados do alvo.
Podemos escrever a sec¸a˜o de choque de forma mais simplificada se analisarmos
separadamente os termos que a compo˜em, ou seja,
(~qµ)2 = (k′ − k)2 = k2 + k′2 − 2kk′ = 
2
e
c2
− |k|2 + 
′2
e
c2
− |k′|2 − 2(e
′
e
c2
− k · k′). (C.18)
Para ele´trons de altas energias (centenas de MeV ou mais) 2e ' |k|2c2 e ′2e ' |k′|2c2 e,
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logo,
(~qµ)2 ' −2(e
′
e
c2
− |k||k′| cos θe)
' −2e
′
e
c2
(1− cos θe) = −4e
′
e
c2
sin2
(
θe
2
)
. (C.19)
Temos tambe´m que
e
′
e + c
2k · k′ = e′e (1 + cos θe) = 2e′e cos2
(
θe
2
)
,
e
′
e − c2k · k′ = e′e (1− cos θe) = 2e′e sin2
(
θe
2
)
(C.20)
e, finalmente, usando que (~cqµ)2 = (e − ′e)2 − (~c|q|)2 obtemos
(e + 
′
e)
2 = (e − ′e)2 + 4e′e
= (~cqµ)2 + (~c|q|)2 + 4e′e
' ~
2c2|q|2
tan2 θe/2
(
tan2
(
θe
2
)
− q
2
µ
|q|2
)
. (C.21)
Assim a sec¸a˜o de choque da reac¸a˜o e´
d5σ
d′edΩe′dΩp′
= σM
mNc
2|p′|c
(2pi)3
MA−1c2
~cA
f−1rec
∑
if,N
{(
q2µ
|q|2
)2
|〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉|2
+ tan2
(
θe
2
)
|〈Ψf |ĴT |Ψi〉|2 + 1
′ee cos2(θe/2)
|kc · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉|2
−
(
q2µ
|q|2
)
~c|q|
e′e sin θe/2 cos θe/2
√
tan2
(
θe
2
)
− q
2
µ
|q|2Re
[
〈Ψi|Ĵ†0 |Ψf〉
(
kc · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉
)]}
,
(C.22)
onde colocamos em evideˆncia o fator ′ee cos
2(θe/2) e definimos a sec¸a˜o de choque de
Mott como
σM =
(
e2
~c
cos(θe/2)
2e sin
2(θe/2)
)2
. (C.23)
Se escrevermos k = (k · ez)ez + (k · ex)ex e como q = |q|ez e´ perpendicular a
〈Ψf |ĴT |Ψi〉, enta˜o
kc · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉 = (kc · ex)ex · 〈Ψf |ĴT |Ψi〉
=
1√
2
(kc · ex)(〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉 − 〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉). (C.24)
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Reescrevemos ainda
kc · ex = kc · [ez × ey] = kc ·
[
q
|q| ×
k× k′
|k× k′|
]
=
c
|q||k||k′| sin θe · [k · k
′(k · q)− k · k(k′ · q)]
=
−c
~|q||k||k′| sin θe
[
k · k′(|k|2 − k · k′)− |k|2(k′ · k− |k′|2)]
=
−|k||k′|c
~|q| sin θe
[
1− cos2 θe
]
=
−|k|c|k′|c sin θe
~c|q| ' −2
e
′
e
~c|q| sin
(
θe
2
)
cos
(
θe
2
)
.
(C.25)
Juntando esses resultados a (C.22) encontramos
d5σ
d′edΩe′dΩp′
=
σM |p′|c′p
(2pi)3~c
MA−1c2
A
f−1rec(vlwl + vtwt + vtlwtl + vttwtt). (C.26)
Aqui os fatores v dependem apenas da cinema´tica dos ele´trons incidente e espal-
hado
vl =
(
q2µ
|q|2
)2
(C.27a)
vt = tan
2
(
θe
2
)
− 1
2
q2µ
|q|2 (C.27b)
vtl =
(
q2µ√
2|q|2
)√
tan2
(
θe
2
)
− q
2
µ
|q|2 (C.27c)
vtt =
1
2
q2µ
|q|2 (C.27d)
e os fatores w carregam a informac¸a˜o sobre a estrutura nuclear
wl =
∑
if,N
|〈Ψf |Ĵ0|Ψi〉|2 (C.28a)
wt =
∑
if,N
[
|〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉|2 + |〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉|2
]
(C.28b)
wtl = 2Re
∑
if,N
[
〈Ψi|Ĵ†0 |Ψf〉
(
〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉 − 〈Ψf |Ĵ+|Ψi〉
)]
(C.28c)
wtt = 2Re
∑
if,N
[
〈Ψf |Ĵ†+|Ψi〉〈Ψf |Ĵ−|Ψi〉
]
. (C.28d)
Apeˆndice D
Ca´lculo da func¸a˜o de onda do
Nucleon Espalhado
D.1 Ca´lculo dos Phase-Shifts
O procedimento que utilizamos para calcular os phase-shifts e´ o mesmo encontrado na
literatura para os ca´lculos de espalhamento de ele´tron por uma distribuic¸a˜o de cargas
(refereˆncias [35, 37, 38]). Adaptamos o me´todo para incluir, ale´m do potencial vetorial,
tambe´m o potencial escalar.
Para encontrar os phase-shifts δκ, necessa´rios para determinar as func¸o˜es de onda
do nucleon espalhado, precisamos primeiro resolver as equac¸o˜es da parte radial de cada
onda parcial:
d
dr
gκ(r) =
′p +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c
fκ(r)− κ
r
gκ(r). (D.1)
e
d
dr
fκ(r) = −
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c
gκ(r) +
κ
r
fκ(r) (D.2)
Essas equac¸o˜es na˜o possuem soluc¸o˜es anal´ıticas para a maioria dos potenciais
realistas[34], e por isso, devemos resolveˆ-las numericamente. Para obter as soluc¸o˜es
nume´ricas fazemos uma mudanc¸a de varia´veis que facilita a utilizac¸a˜o das condic¸o˜es de
contorno na origem[35]:
gκ(r) = r
|κ|Gκ(r) e fκ(r) = r|κ|Fκ(r). (D.3)
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Assim, para κ > 0:
d
dr
Gκ(r) =
′p +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Fκ(r)− 2|κ|
r
Gκ(r)
d
dr
Fκ(r) = −
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Gκ(r) (D.4)
onde as condic¸o˜es de contorno sa˜o dadas por
Gκ(0) = 0 e
d
dr
Gκ(0) = C
′p +M
∗(0)c2 − Vv(0)
(2κ+ 1)~c
,
Fκ(0) = C,
d
dr
Fκ(0) = 0. (D.5)
Para κ < 0:
d
dr
Gκ(r) =
′p +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Fκ(r)
d
dr
Fκ(r) = −
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c
Gκ(r)− 2|κ|
r
Gκ(r) (D.6)
e as condic¸o˜es de contorno sa˜o dadas por
Gκ(0) = C e
d
dr
Gκ(0) = 0,
Fκ(0) = 0,
d
dr
Fκ(0) = C
′p −M∗(0)c2 − Vv(0)
(2|κ|+ 1) ~c. (D.7)
Nas equac¸o˜es acima C e´ uma constante arbitra´ria, que utilizamos como
C =
1
(2|κ| − 1)!! (D.8)
por convenieˆncia. As equac¸o˜es acima sa˜o resolvidas utilizando o Me´todo de Runge-
Kutta de 5a-ordem[36].
Os phase-shifts δκ sa˜o obtidos comparando gκ(r) e fκ(r) com as formas assinto´ticas
das soluc¸o˜es para o espalhamento de um nucleon por uma carga puntual[16]. Como
existem soluc¸o˜es regulares (finitas na origem) e irregulares (divergentes na origem) para
o espalhamento por uma carga puntual, escrevemos gκ(r) e fκ(r) como uma combinac¸a˜o
linear dessas soluc¸o˜es. Se gRκ (r) e f
R
κ (r) sa˜o as soluc¸o˜es regulares e g
I
κ(r) e f
I
κ(r) as
irregulares, a combinac¸a˜o tem a forma
gκ(r) = Aκg
R
κ (r) +Bκg
I
κ(r). (D.9)
fκ(r) = Aκf
R
κ (r) +Bκf
I
κ(r) (D.10)
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onde os coeficientes Aκ e Bκ devem ser determinados. As soluc¸o˜es normalizadas g
R,I
κ (r)
e fR,Iκ (r) da equac¸a˜o de Dirac para o potencial Coulombiano sa˜o dadas por[35, 37]:
1
r
 fR,Iκ (r)
gR,Iκ (r)
 =
 −√ ′p−Mc2′p+Mc2=(V±γ(x))
<(V±γ(x))
 (D.11)
onde os sinais positivo e negativo de γ correspondem a`s soluc¸o˜es regular e irregular na
origem, respectivamente, e x = |p′r/~|.
A func¸a˜o Vγ(x) pode ser escrita em termos de func¸o˜es gama e func¸o˜es hiper-
geome´tricas confluentes:
Vγ(x) = 2e
piy/2 |Γ(γ + iy)|
Γ(2γ + 1)
(2x)γ−1(γ + iy)ei(ηκ(γ)−x)1F1(1 + γ + iy, 2γ + 1, 2ix) (D.12)
onde y = αZ′p/pc, γ =
√
κ2 − α2Z2 e
ηκ(γ) = −pi
2
(
1 + Sκ
2
)
− 1
2
arctan
(
y(κ+ γMc2/′p)
κγ − y2Mc2/′p
)
(D.13)
com Sκ = |κ|/κ. Para computar essas func¸o˜es numericamente reescrevemos Vγ(x)
utilizando propriedades de func¸o˜es gama e func¸o˜es hiper-geome´tricas:
Vγ(x) =
epiy/2eiηκ(γ)
2γx
[(γ + iy)Uγ(x) + iy|γ + iy|Uγ+1(x)] (D.14)
onde
Uγ(x) =
|Γ(γ + iy)|
Γ(2γ)
(2x)γeix1F1(γ + iy, 2γ, 2ix). (D.15)
Para calcular Uγ(x) usamos uma expansa˜o em torno da origem para x ≤ 15 e uma
expansa˜o assinto´tica para x > 15. A expansa˜o em torno da origem tem a forma
Uγ(x) =
|Γ(γ + iy)|
Γ(2γ)
(2x)γ
∞∑
n=0
anx
n, (D.16)
com a0 = 1, a1 = −y/γ e
an = −2yan−1 + an−2
n(n+ 2γ − 1) , n ≥ 2 (D.17)
enquanto a expansa˜o assinto´tica tem a forma
Uγ(x) = 2<
(
|Γ(γ + iy)|
Γ(γ + iy)
ei(x+y ln(2x))e−pi/2(y+iγ)
∞∑
n=0
bnx
−n
)
, (D.18)
com b0 = 1 e
bn =
(γ − iy + n− 1)(n− γ − iy)
2in
bn−1, n ≥ 1. (D.19)
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Voltando ao ca´lculo dos phase-shifts, temos que as formas assinto´ticas das soluc¸o˜es
fR,Iκ (r) e g
R,I
κ (r) sa˜o
1
r
gR,Iκ (r)→
cos(x+ y ln(2x)− (l + 1)pi/2 + δR,Iκ )
x
, (D.20)
e
1
r
fR,Iκ (r)→ −
√
′p −Mc2
′p +Mc2
sin(x+ y ln(2x)− (l + 1)pi/2 + δR,Iκ )
x
(D.21)
onde os phase-shifts δRκ e δ
I
κ tambe´m possuem forma anal´ıtica:
δR,Iκ = ηκ(±γ)∓
pi
2
− arg Γ(±γ + iy) + (l + 1)pi
2
. (D.22)
As soluc¸o˜es gκ(r) e fκ(r) devem ter a mesma forma assinto´tica que as soluc¸o˜es
regulares e irregulares na origem, enta˜o,
1
r
gκ(r)→ cos(x+ y ln(2x)− (l + 1)pi/2 + δκ)
x
, (D.23)
e
1
r
fκ(r)→ −
√
′p −Mc2
′p +Mc2
sin(x+ y ln(2x)− (l + 1)pi/2 + δκ)
x
(D.24)
e logo, substituindo as formas assinto´tica em (D.10) e (D.9) e fazendo uma manipulac¸a˜o
alge´brica, encontramos que
δκ = δ
R
κ + arctan
(
sin θκ
Aκ/Bκ + cos θκ
)
(D.25)
onde θκ = δ
I
κ − δRκ .
Conforme aumentamos κ cada vez mais a func¸a˜o de onda calculada numerica-
mente tende a` func¸a˜o de onda regular na origem, ou seja, gκ(r) → gRκ (r) e fκ(r) →
fRκ (r), ja´ que as condic¸o˜es de contorno que usamos na origem sa˜o as mesmas da soluc¸a˜o
regular. Assim, para κ grande a raza˜o Aκ/Bκ → ∞, δIκ → pi/2 e δRκ → 0. Para evitar
problemas nume´ricos quando Aκ/Bκ → ∞ (overflow) fazemos um deslocamento de
−pi/2 na func¸a˜o de onda irregular, de maneira que para κ grande temos Aκ/Bκ → 1.
Isso e´ feito definindo[16]
ηκ(−γ) = ηκ(γ)− pi
2
(D.26)
para γ > 0.
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D.2 Normalizac¸a˜o das Func¸o˜es de Onda
Determinar fκ(r), gκ(r) (a partir de agora chamados de g
N
κ (r), f
N
κ (r) por terem sido
obtidos numericamente) e os phase-shifts δκ com o me´todo descrito acima na˜o e´ su-
ficiente para obter a func¸a˜o de onda do nucleon espalhado. Isso porque precisamos
normalizar separadamente cada onda parcial, ja´ que, se a onda correspondente a cada
κ estiver multiplicada por uma constante elas ainda sa˜o soluc¸o˜es das equac¸o˜es D.2 e
D.1.
A princ´ıpio a normalizac¸a˜o poderia ser feita simplesmente comparando fNκ (r),
gNκ (r) com suas formas assinto´ticas normalizadas (equac¸o˜es D.24 e D.23). Mas essas
formas servem apenas para r muito grande (r → ∞) e, por isso, na˜o e´ poss´ıvel fazer
a normalizac¸a˜o dessa maneira. Assim, para normalizar cada onda parcial comparamos
fNκ (r), g
N
κ (r) com soluc¸o˜es assinto´ticas que tambe´m sa˜o va´lidas para r grande (fora do
nu´cleo). Essas soluc¸o˜es sa˜o encontradas resolvendo as equac¸o˜es de Dirac pelo me´todo
W.K.B.[35, 38].
Primeiro desacoplamos as equac¸o˜es diferenciais D.2 e D.1, transformando-as em
duas equac¸o˜es diferenciais de segunda ordem:
d2
dr2
fκ(r) +
V ′v(r)− V ′s (r)
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
d
dr
fκ(r) + [Q0 −Q2] fκ(r) = 0 (D.27a)
e
d2
dr2
gκ(r) +
V ′v(r) + V
′
s (r)
′p +M∗(r)c2 − Vv(r)
d
dr
gκ(r) + [Q0 +Q1] gκ(r) = 0 (D.27b)
onde V ′v(r) = dVv(r)/dr, V
′
s (r) = dVs(r)/dr e Q0, Q1 e Q2 sa˜o dados por
Q0 =
(′p − Vv(r))2 − (M∗(r)c2)2
~2c2
− κ
2
r2
, (D.28a)
Q1 =− κ
r2
+
κ
r
V ′v(r) + V
′
s (r)
′p +M∗(r)c2 − Vv(r)
, (D.28b)
Q2 =− κ
r2
+
κ
r
V ′v(r)− V ′s (r)
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
. (D.28c)
Para resolver as equac¸o˜es D.27a e D.27b pelo me´todo W.K.B. devemos trans-
forma´-las em equac¸o˜es do tipo W ′′ +QW = 0.
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Para fazer isso escrevemos
gκ(r) = (
′
p +M
∗(r)c2 − Vv(r))1/2W1(r)
⇒ g′κ(r) = (′p +M∗(r)c2 − Vv(r))1/2W ′1(r)−
V ′v(r) + V
′
s (r)
2(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))1/2
W1(r)
⇒ g′′κ(r) = (′p +M∗(r)c2 − Vv(r))1/2W ′′1 (r)−
V ′v(r) + V
′
s (r)
(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))1/2
W ′1(r)
− (V
′
v(r) + V
′
s (r))
2
4(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))3/2
W1(r)− V
′′
v (r) + V
′′
s (r)
2(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))1/2
W1(r) (D.29)
e substitu´ımos em D.27b para encontrar
W ′′1 (r)+[Q0+Q1]W1(r)−
[
3(V ′v(r) + V
′
s (r))
2
4(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))2
+
V ′′v (r) + V
′′
s (r)
2(′p +M∗(r)c2 − Vv(r))
]
W1(r) = 0.
(D.30a)
Utilizando o mesmo procedimento para D.27a, chegamos em
W ′′2 (r)+[Q0−Q2]W2(r)−
[
3(V ′v(r)− V ′s (r))2
4(′p −M∗(r)c2 − Vv(r))2
+
V ′′v (r)− V ′′s (r)
2(′p −M∗(r)c2 − Vv(r))
]
W2(r) = 0.
(D.30b)
A soluc¸a˜o para equac¸o˜es da forma W ′′ +QW = 0 e´
W ' Q−1/4 exp
(
±i
∫
Q1/2dr
)
. (D.31)
Se considerarmos o caso particular de uma regia˜o em que o potencial e´ dado
unicamente pelo potencial Coulombiano, temos
Vv(r) =
αZ
r
e Vs(r) = 0, (D.32)
e, logo, podemos desprezar o u´ltimo termo de D.30a e D.30b em relac¸a˜o aos dois
primeiros. As soluc¸o˜es das equac¸o˜es D.1 e D.2 nessa regia˜o sa˜o
gκ(r) =
(
′p +M
∗(r)c2 − Vv(r)
~c(Q0 +Q1)1/2
)1/2
a± exp
(
±i
∫
(Q0 +Q1)
1/2dr
)
(D.33a)
e
fκ(r) =
(
′p −M∗(r)c2 − Vv(r)
~c(Q0 −Q2)1/2
)1/2
b± exp
(
±i
∫
(Q0 −Q2)1/2dr
)
(D.33b)
onde as constantes a± e b± tera˜o seus valores discutidos a seguir e Q0, Q1 e Q2 sa˜o
dados explicitamente por (substituindo D.32 em D.28a):
Q0 =
′2p −M2c4
~2c2
+
2αZ′p
~cr
− γ
2
r2
, (D.34a)
Q1 =
κ
r2
[
αZ
r(′p +Mc2)/~c− αZ
− 1
]
, (D.34b)
Q2 =
κ
r2
[
αZ
r(′p −Mc2)/~c− αZ
− 1
]
, (D.34c)
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onde γ2 = κ2−α2Z2. As integrais em D.33a e D.33b podem ser avaliadas aproximando
(Q0 +Q1)
1/2 ' Q1/20 +
Q1
2Q
1/2
0
(D.35a)
e
(Q0 −Q2)1/2 ' Q1/20 −
Q2
2Q
1/2
0
, (D.35b)
o que e´ razoa´vel para r grande. Assim,∫
(Q0 +Q1)
1/2dr ' Q1/2 + β ln(Q1/2 + χ+ β)− γθ + 1
2
Sκφ(η) +D1, (D.36a)
e ∫
(Q0 −Q2)1/2dr ' Q1/2 + β ln(Q1/2 + χ+ β)− γθ − 1
2
Sκφ(−η) +D2, (D.36b)
onde
χ =
|p′|r
~
, (D.37a)
β =
αZ′p
|p′|c , (D.37b)
η =
αZMc2
|p′|c , (D.37c)
γ = (κ2 − α2Z2)1/2, (D.37d)
Q = χ2 + 2βχ− γ2 = r2Q0, (D.37e)
Sκ =
|κ|
κ
, (D.37f)
θ = arcsin
(
βχ− γ2
χ(β2 + γ2)1/2
)
, (D.37g)
φ(η) = arcsin
(
κ2 − η(χ+ β − η)
(χ+ β − η)(β2 + γ2)1/2
)
. (D.37h)
As constantes de integrac¸a˜o D1 e D2 e as constantes a± e b± sa˜o encontradas com-
parando as formas assinto´ticas D.33a e D.33b com as formas assinto´ticas extremas
(r →∞) D.24 e D.23 . Por exemplo, para κ > 0, devemos ter
lim
r→∞
gκ(r)
r
→ cos(χ+ β ln(2χ)− (κ+ 1)pi/2 + δκ)
χ
=
1
r
(
′p +Mc
2
|p′|c
)1/2
{
a+ exp
[
i
(
χ− β + β ln(2χ)− γθ0 + 1
2
Sκφ0 +D1
)]
+
a− exp
[
−i
(
χ− β + β ln(2χ)− γθ0 + 1
2
Sκφ0 +D1
)]}
, (D.38)
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onde
θ0 = lim
r→∞
θ = arcsin
[
β
(β2 + γ2)1/2
]
e (D.39a)
φ0 = lim
r→∞
φ(η) = arcsin
[
− η
(β2 + γ2)1/2
]
. (D.39b)
Para que isso acontec¸a devemos ter D1 = β + γθ0 − 12Sκφ0(η)− (κ+ 1)pi2 + δκ e
a+ = a− =
~c
2
1
|p′|c(′p +Mc2)
.
Fazendo o mesmo procedimento para fκ(r) chegamos em D2 = β+ γθ0+
1
2
Sκφ0(−η)−
(κ+ 1)pi
2
+ δκ e
b+ = −b− = ~c
2
1
|p′|c(′p +Mc2)
.
Substituindo esses resultados em D.33a e D.33b temos que as soluc¸o˜es para fκ(r),
gκ(r) no me´todo W.K.B. sa˜o
gκ(r)
r
=
(
(β + η)χ− (αZ)2
αZ(Q− κ)1/2
)1/2 cos(Φ + 1
2
(φ(η)− φ0) + δκ)
χ
, (D.40a)
fκ(r)
r
=
(
(β + η)χ− (αZ)2
αZ(Q+ κ)1/2
)1/2 sin(Φ− 1
2
(φ(−η) + φ0) + δκ)
χ
, (D.40b)
onde definimos Φ = Q1/2− β + β ln(Q1/2+χ+ β)− γ(θ− θ0)− pi2 (l+1). Comparamos
essas soluc¸o˜es para um r grande com a soluc¸a˜o obtida numericamente para encontrar
as constantes de normalizac¸a˜o:
gκ(r) ' NκgNκ (r) (D.41a)
fκ(r) ' NκfNκ (r). (D.41b)
Olhando as equac¸o˜e s D.1 e D.2 vemos que para κ < 0
g(−κ,M∗) = +f(κ,−M∗) (D.42a)
f(−κ,M∗) = −g(κ,−M∗) (D.42b)
e, para esses valores de κ,
gκ(r) ' NκfNκ (r) (D.43a)
fκ(r) ' −NκgNκ (r). (D.43b)
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